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Ernst Melan zum 60. Geburtstag 


Am 16. November |. J. wird Ernst Melan 60 Jahre alt; dies moge AnlaB zu einer 
Wiirdigung des um die Entwicklung der modernen Baustatik so verdienten Gelehrten 
sein. Ernst Melan wurde 1890 in Briinn als Sohn des beriihmten Briickenbauers 
Joseph Melan geboren, der zu jener Zeit an der Deutschen Technischen Hochschule 
lehrte. Seine Jugend verbrachte Prof. Melan in Prag, wohin sein Vater inzwischen 
berufen worden war. Nach Absolvierung des Deutschen Gymnasiums bezog er 1908 die 
Prager Deutsche Tech- _ ae lung wieder, um eine 
nische Hochschule, legte c | solche als Betriebsinge- 
dort die zweite Staats- nieur im Festigkeitslabo- 
prifung aus dem Bau- ratorium der Techni- 
ingenieurfache ab und schen Hochschule in Ber- 
erlangte daselbst 1917 lin- Charlottenburg an- 
auch den ‘Titel eines zunehmen. 1921 kehrte 
Doktors der technischen Ernst Melan wieder zur 
Wissenschaften. Waagner-Biré A.G. in 

Nach  Beendigung Wien als Oberingenieur 
seiner Studien war Prof. zurtck und verblieb hier 
Melan zunachst von bis zu seiner 1923 er- 
1916 bis 1918 bei der foleten Berufung als 
steiermarkischen Lan- a.o. Professor fiir Bau- 
desregierung in Graz statik und Festigkeits- 
tatig. Hernach trat er in lehre an der Deutschen 
die Dienste der Briicken- Technischen Hochschule 
bauanstalt Waagner- in Prag. Im Jahre zuvor 
Bir6é A.G. in Wien, ver- Se hatte er sich als Privat- 
lieB aber bald diese Stel- dozent an der Wiener 
Technischen Hochschule habilitiert. Aber schon im Jahre 1925 erhielt Ernst Melan 
eine Berufung als o. Professor fiir Baustatik und Statik des Hochbaues an diese Hoch- 
schule, welcher er nunmehr 25 Jahre angehort. 

Professor Melan hat namentlich wahrend dieser Zeit eine tiberaus fruchtbringende 
wissenschaftliche und praktische Tatigkeit entfaltet. 

Seine praktischen Arbeiten umfassen alle Zweige des Stahlhochbaues, namentlich 
aber des Industriebaues, sowie des Ingenieurholzbaues, um dessen Weiterentwicklung 
er sich grofe Verdienste erworben hat. Seine Arbeiten auf diesen Gebieten sind 
hauptsichlich konstruktiver Art, daneben aber auch gutachtlich. 

Auf wissenschaftlichem Gebiet hat sich Prof. Melan vornehmlich mit Fragen der 
Elastizitatstheorie und der Baustatik beschaftigt. Besonders verdient hat er sich 
dabei um die Einfiihrung moderner Methoden zur Berechnung hochgradig statisch 
unbestimmter Systeme gemacht. Seine bisherigen wissenschaftlichen Arbeiten sind 
in rund 40 Zeitschriftenaufsitzen und sechs Biichern niedergelegt. Von letzteren 
miissen besonders das gemeinsam mit Friedrich Bleich verfaSte und 1927 erschienene 
Buch ,,Die gewohnlichen und partiellen Differenzengleichungen der Baustatik“, 
22 
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dann das 1942 zusammen mit Robert Schindler verfaBte Werk ,,Die genaue Be- 
rechnung von Tragerrosten’ sowie seine kiirzlich beim Wiener Springer-Verlag er- 
schienene ,,Kinfiihrung in die Baustatik hervorgehoben werden. Letzteres bildet 
den Abschlu8 der vor einigen Jahren zusammen mit Fritz Chmelka herausgegebenen 
Einfiihrungen in die Statik und in die Festigkeitslehre. 

Die ersprieBliche wissenschaftliche Tatigkeit fand ihre Anerkennung durch seine 
1943 erfolgte Wahl zum korrespondierenden Mitglied der Deutschen Akademie der 
Wissenschaften in Prag und die 1945 erfolgte Wahl zum wirklichen Mitglied der 
Akademie der Wissenschaften in Wien. 

An der Wiener Technischen Hochschule, wo Prof. Ernst Melan zu den beliebtesten 
Lehrern zahlt, bekleidete er in den Studienjahren 1946/47 und 1947/48 das Amt des 
Dekans der Fakultat fiir Bauingenieurwesen. Er ist ferner Vorstandsmitglied des 
Osterreichischen Normenausschusses. 

Die Feier seines Geburtstages sei mit dem Wunsche verbunden, da es ihm ver- 
gonnt sei, uns auch weiterhin mit so bedeutsamen Arbeiten wie bisher zu beschenken. 


EL. Czitary, Wien. 


Eine Verbesserung und Verallgemeinerung des Verfahrens von Blae® 
zur numerischen Integration gewohnlicher Differentialgleichungen™. 


Von E. Bukovies, Wien. 


Zusammenfassung. Fiir das Verfahren von Blae® zur numerischen Integration gewéhnlicher 
Differentialgleichungen 2. Ordnung wird durch einen erweiterten Verbesserungsansatz die Genanig- 
keit vergroBert. Weiters werden allgemeine Formelsdtze fiir die direkte Anwendung des Ver- 
fahrens auf Differentialgleichungen n-ter Ordnung entwickelt. Fir Differentialgleichungen 
3. und 4. Ordnung werden spezielle Formeln angegeben. Bei diesem Verfahren wird eine mit 
der Ordnung der Differentialgleichung ansteigende Genauigkeit erreicht. 


Summary. For the method of Blae 8 for numerical integration of ordinary differential equations 
of the order 2, the accuracy is increased by an extended formula for correction. Furthermore, 
general formulas are developped for the direct use of this method of differential equations of the 
order n, especially for the orders 3 and 4. With this method the accuracy increases with the order 
of the differential equation. 


Résumé. Pour la méthode de Blae& quant a Vintégration numéricale des équations diffé- 
rentielles de ’ordre 2 accuracie devient plus exacte par une formule plus étendue pour la correction. 
Kin outre des formules générales sont développées pour ’emploi directe de la méthode mentionnée 
ci-dessus des équations différentielles de ordre n spécialement pour l’ordre 3 et 4. Cette méthode 
fait croitre Vaccuracie avec l’ordre de l’équation différentielle. 


I. Einleitung. 


Blaef? hat ein direktes Verfahren zur numerischen Integration von gewohn- 
lichen Differentialgleichungen, insbesondere 2. Ordnung angegeben. Dieses Ver- 
fahren beruht auf dem Prinzip der Annaherung durch Potenzreihen. Zurmihl] 
hat in seiner Dissertation? die Genauigkeitsverhaltnisse bei diesem Verfahren fiir 
Differentialgleichungen 2. Ordnung untersucht. Darnach wird die wahre Taylor- 


* Herrn Prof. Dr. FE. Melan zum 60. Geburtstag gewidmet. 

' Diese Arbeit ist eine gekirzte Darstellung der Wiener Dissertation Nr. 16582 vom 
13. Mai 1948. ; 

> Blae&: Zur angenaherten Lésung gewéhnlicher Differentialgleichungen. Z. Ver. dtsch. 
Ing. 81, 587—596 (1937). 

® Zurmithl: Zur numerischen Integration gewéhnlicher Differentialgleichungen zweiter und 
héherer, Ordnung. Z. angew. Math. Mechan. 20, 104—116 (1940), 
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Entwicklung der gesuchten Liésung bis zu Gliedern von der Ordnung h*® genau ab- 
geglichen. Das Verfahren ist einfach anwendbar, hat aber gegentiber dem Runge- 
Kutta-Verfahren den Nachteil, da8 bei diesem Verfahren ein Abgleich bis zu Gliedern 
von der Ordnung h‘ erfolgt!. 


In dieser Arbeit soll nun gezeigt werden: 


1. Durch eine einfache Zusatzformel kann die Genauigkeit des BlaeB-Verfahrens 
So gesteigert werden, da auch Taylor-Glieder 4. Ordnung genau abgeglichen werden. 

2. Das Verfahren kann auf Differentialgleichungen n-ter Ordnung so verallgemeinert 
werden, da (unter Beriicksichtigung des in dieser Arbeit entwickelten erweiterten Ver- 
besserungssatzes) die wahren Taylor-Entwicklungen der Losung bis zur Ordnung h” * ? 
genau abgeglichen werden (es wird also die gleiche Genauigkeit erreicht wie bei der von 
Zurmihl* durchgefiihrten Verallgemeinerung des Runge-Kutta-Verfahrens). Die Ge- 
nauigkeit des Verfahrens steigt also mit der Ordnung der Differentialgleichung an, 
was als wesentlicher Vorteil gegeniiber den indirekten Methoden durch Aufspalten 
in Differentialgleichungssysteme angesehen werden kann (man vgl. dariiber Anm. 4) 


II. Das verbesserte Blae8-Verfahren fiir Differentialgleichungen 2. Ordnung: 


1. Die Arbeiten von BlaeB und Zurmih|?-?. 
Ks sei eine Differentialgleichung 2. Ordnung 
yo =f (ey, ¥') | (1) 
vorgelegt®. Die Lésung dieser Differentialgleichung 


41 = 1 (%); 
die den Anfangsbedingungen 
T= % Y= Yo Y= Yo 
gentige, soll an der Stelle x = a +k durch eine Taylor-Entwicklung 


/ 1 iP mn 8 ka 
Y= Yo ty k+Y Sree ot a Yo.’ rahe 


dargestellt werden. Dabei sind yo, yp’ vorgegeben und y,’”’ kann aus dec Differential- 
gleichung (1) ermittelt werden. Die weiteren Ableitungen sollen nicht direkt berechnet 
werden, da die Differentiation von (1) im allgemeinen sehr komplizierte Ausdriicke 
ergibt. Es werden vielmehr nach Blaefi zunachst schrittweise an den Stellen x + h, 
ty +2h,... ,,Grobwerte 41, Ys-+-; Yi, Y2,--. berechnet, die nur die Glieder 
mit y, y’, y’ der Taylor-Reihe beriicksichtigen. Kine weitere Einbeziehung von 
Taylor-Gliedern erfolgt dann durch gesonderte Korrekturen V und JV’ nach fiinf 
Schritten. Die so verbesserten Werte bilden den Ausgangspunkt fiir die weitere 
Rechnung. 

Die Berechnung der ,,Grobwerte‘ 4,,...; y;’,... erfolgt unter Verwendung der 
Abktirzungen 

y (2,) ml 
h2 
i (X4; Yi v;) 2 = & 

nach folgendem Schema: 

4 Zurmihl: Runge-Kutta-Verfahren zur numerischen Integration von Differentialgleichungen 
n-ter Ordnung. Z. angew. Math. Mechan. 28, 173—182 (1948). 

5 Eg soll hier und spater bei den Differentialgleichungen n-ter Ordnung vorausgesetzt werden, 


da die Lésung in dem in Betracht kommenden Bereiche in eine Potenzreihe entwickelbar sei. 
9 22 
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Tabelle 1. Schema nach Blae& fir Differentialgleichungen 2. Ordnung. 
Ee A ee ee ee 


Nr.| «, Y; vo, h a, 
sie | See a A Sd a Set 
he 
0 | X% Yo Up h X& = f (Los Yo: Yo) Or 


es ~ Re ae 
L lath | y= Yo toh + aH] Yh = Uh + 2 H% Oy, =f (+h, Yrs %) oy 
2 


iat Fe ~ ~ ~ ~, hi 
2 ja t2hly=Ytwyh+ ay| wh=1yh + 20 Oy = f (% + 2h, Yo Ye) oy 


~ ~ ~ ow, ~ ~ ~, h2 
3 Sot 3h Ys = Yo + Vgh + aX Ugh = Vah + 2 O& os = f (% + 34, Ys Us) oy (2) 
i en eS i” is. OF 
4 |/a,+ 4h] y,= yg + vgh + og| gh = Ugh + 2 Os Oy =f (% + 4h, Ya M4) oF 
Pe ig Rt Eee = 2 ee 
5 | a + 5h) Ys = Yat Uh + oy] Vsh = gh + 2 Om os = f (@ + Sh, Ye, Vs) oy 
4 WG 
5 |a t+5hl y,s=ys+V v,;h = 0,h + V’ 
Zur Ermittlung von V und V’ werden Linearkombinationen der x)... «5 heran- 
gezogen. 
Fir den Ansatz 
5 5 
i=0 i= 
erhalt man: 
_ 45 0, + 100 «, — 145 X ks At Oo + 5 o& — 16 Og 
ya Bet ne : . (8a) 


Durch diese Verbesserungen wird die wahre Taylor-Entwicklung fiir y; bzw. v; h 
(sie sollen mit y, bzw. v;h bezeichnet werden) im Abstand 5h beziiglich x,» bis zu 
Gliedern 3. Ordnung genau abgeglichen. Eine weitere Steigerung der Genauigkeit kann 
durch den Ansatz (3) nicht erreicht werden. Dies erkennt man folgendermafen: 


Die wahren Taylor-Entwicklungen lauten: 


és x Rs Le ies h4 
Ys = Yo + 5vQh + 25 X&» + 125 Yo 31 + 625 Oe aie alias 


he ha (4) 
Dh = vgh + 2-50 +3-25y9 5 +4-125 y IV +... 


Aus dem Schema (2) kann man y; und v; durch rekursives Einsetzen durch yp, 
Voh und «,...«; in folgender Weise darstellen: 


Ys=Yo t+ 5h + 9% +70, +50%.+ 3 a5 + OX, 


Dh = vgh + 2 (a + a, + x, + os +4). (9) 
Der Fehler des Verfahrens ist dann 
Y¥,—Y;, baw. v3h —O,h. 
Dieser Fehler soll durch Ansatz (3) méglichst genau abgeglichen werden. 
Zunachst errechnet man in (4) die Ableitungen y,'”’, yl’, .... Unter Verwendung 


der von Zurmiihl* vorgeschlagenen Abkiirzungen®: 


ea Spa p 6K 
DT age 1 Opt eee 


Dif a Teri py 


* Im folgenden soll f, wenn kein Index dabei steht, immer fiir « = x) genommen werden. 


(6) 
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erhalt man: 


Gs = Yo + 5h + 25/4 + 125 DFE + 625 (Daf +f,D)™ +.. 
| , (7) 


— ey h2 ae 3 
Dsh = vph +2-5f-5-+3-25D/ + 4 4-125(Dyf+h,DA-y +... 
Um diese Ausdriicke mit (5) vergleichen zu kénnen, muB man die Taylor-Ent- 


ie 


wicklungen fiir die ,; = f; 5; 


kennen. Die Rechnung ergibt: 
fi=ftDfh+Dyfy +... 
fr=f+2Dfh+(4D4f+2/,Dfa, +... 
fe=f+3Dfh+(9Dif + 6/,DA s+... (8) 


f,=f+5Dfh + (25D%f + 207, Df) 


or 
fa=f+4Dfh+ (16Daf +12f,D)™ +... 

h2 

ee 


Daraus bestimmt man die «; und erhalt durch Einsetzen in (5): 


Ts=YotSrh + 25a, + 9 Df + (420 DY f + 240f,Df\e +... | 
Th = wh + 2-5 a, + 60D f-% + (360 Dy f + 240 fy Df) ee +o. { Ne 
Aus (7) und (9) erhalt man den ,,Fehler“: 
Js— Ge = 35 Df +, + (205 Dif + 385), Df) +... | 
Dyh —,h=15 Df 5, + (140 D4 f + 260, Df) 4, +... he 
Diese ,,Fehler‘‘ sind durch die Verbesserungen V und V’ — soweit méglich — 


abzugleichen. Durch Einsetzen der Taylor-Entwicklungen (8) in (3) erhalt man die 
Taylor-Entwicklungen fiir V und V’. Koeftfizientenvergleich mit (10) ergibt die 
linearen Gleichungssysteme: 


fice V: Ay Atty pe Ag Ag Any 0) 1 
oe oa OA. 12 A, = 1S A, = 35 oy ae 
6A, + 244, + 56 A, + 96.A, + 150 A, = 205 Po! 

12 A, + 36 A, + 72 A, + 120 A, = 385 4 
und ein analoges Gleichungssystem (lla) fiir B)...B;. (Die linken Seiten sind nur 
durch B,...B,; zu ersetzen. Auf den rechten Seiten sind andere Zahlkoeffizienten, 


und zwar 0, 15, 140, 260.) 


Beide Gleichungssysteme sind unlésbar, da der Rang der erweiterten Matrix 
nicht gleich dem Range der Gleichungsmatrix ist. Maultipliziert man namlich die 
zweite Gleichung mit 2 und zieht sie von der dritten ab, so erhalt man eine Gleichung, 
die der vierten widerspricht. Es ist also nur ein Abgleich der Glieder bis zur 3. Ordnung 
méglich. Die Verbesserungsformeln (3a) sind so bestimmt, daf sie die Gleichungen 1, 
2 und 3 der Systeme (11) und (lla) befriedigen und dariiber hinaus die ersten Aus- 
driicke der Glieder 5. und 6. Ordnung méglichst genau abgleichen. 
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2. Herleitung einer Verbesserungsformel. 


Mit dem Ansatz (3) kann eine weitere Abgleichung der Fehler (10) nicht erreicht 
werden. Die Ursache liegt in den Gleichungen 4 der Gleichungssysteme (11) und CE 


Diese Gleichungen entstehen durch Koeffizientenvergleich fiir die Glieder f, D f- a0 


wobei f, fiir x = x) genommen ist. Es ist naheliegend, durch eine Erweiterung des 
Ansatzes (3): 


5 5 
Ve = DS (As + auf h) 0 Vit =D) (Bi + ify h) me (12) 
4i=0 4=0. 


zu versuchen, einen weiteren Abgleich zu erreichen. 


Setzt man in (12) die Taylor-Entwicklungen (9) ein und fiihrt wie oben Koeffi- 
zientenvergleich durch, so erhalt man anstatt der Systeme (11) und (lla) folgende: 


Ay+ A,t+ Ag+ Ast Ast A;= 0 I 
Ay +a,+a,+a3+a,+a,;=0 la 
34,+ 64,+ 9A,+124,4 15A,=. 35 2 +(13) 
6A,+24A,+54A,+96A4,+150A;= 205 3 


124,+364,+72A,+120A,+120,+24a,+36a,+480,+600,=385 4 


und ein analoges Gleichungssystem (13a) fiir By,..., B;, b)...6;. [Es sind bei den 
linken Seiten von (13).die Aj, .:., As, do; .. .,@, durch Bo. .., B;, bg). 75 Og cuter 
setzen. Die Zahlkoeffizienten der rechten Seiten sind durch 0, 0, 15, 140, 260 zu 
ersetzen. | 

Diese Gleichungssysteme sind nun lésbar. Man kann etwa die A; und B, so be- 
stimmen, daB die BlaeBschen Verbesserungen (3a) erhalten bleiben und dann die a, 
und 6; so, daB die Gleichungen (la) und (4) von (13), bzw. (13a) erfiillt werden. 


Ersetzt man die BlaeBschen Verbesserungen (3a) durch 


Vi Vea (a, +o, —20%,)=V+K 


_ 2B fyh 
1 


(14) 


y'* oh Ve of 


(o; + «1, —20,)=V' +K’ 


(wobei f,, die partielle Ableitung von f nach »v, fiir 2 = x) zu nehmen ist!), so wird 
die erstrebte Abgleichung bis zu Gliedern der Ordnung /?‘ erreicht. 


Zusatzlich muB lediglich /, an der Stelle « = 2) berechnet werden, was im all- 
gemeinen keine wesentlichen Schwierigkeiten bieten wird. 


Folgendes Zahlenbeispiel fiir eine Differentialgleichung 2. Ordnung zeigt die 
Giite der erreichten Annaherung mit dem BlaeBschen Ansatz (3) allein und mit dem 
erweiterten Ansatz (12). 


Beispiel: Fir die Differentialgleichung 
y’=—3y —2y+42 
seien die Anfangsbedingungen a) = y, = 0, v) = — 1 gegeben. Gesucht seien die 
Werte fir y und vh fiir x= 0'l. Die exakte Lésung fiir die Anfangsbedingungen 
ist y= 3e-* + 2”—3. Der Gang der Rechnung ist aus Tabelle 2 ersichtlich. 


Der Fehler betragt also fiir y; bei Verwendung der Verbesserungsformel (3a): 
+ 14°25, bei Verwendung der neuen Formel (14): — 0°67 (Einheiten der 6. Dezimale). 
Entsprechend bei v;h: + 8°32, bzw. — 0°54. 


.Man k6énnte nun versuchen, eine weitere bessere Abgleichung von Taylor-Gliedern 
durch eine erneute Erweiterung des Ansatzes (3) zu erreichen. Der Ansatz wiirde 
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dann aber so kompliziert sein, daB sich kein Vorteil mehr gegentiber der direkten 


Berechnung weiterer Taylor-Glieder durch vollstandiges Differenzieren der gegebenen 
Differentialgleichung bieten wiirde. 


Tabelle 2. Rechengang nach dem Verfahren von BlaeS fir die 


Differentialgleichung y” = —3 y’— 2y +4a. 
Nr. | Ly Y; vo, h Oy 
10) 0-00 0-000 000 00 — 0°020000 00 0-000 600 00 
1 0-02 — 0°01940000 — 0°018 80000 0:000 587 76 
2 0°04 — 0°037612 24 — 0°'017 62448 0°00057578 
3 0°06 — 0°054 660 94 — 0:016472 92 0:000 56405 
4 0-08 — 0:07056981 — 0°01534482 0°000 55257 
5 0°10 — 0°085 362 06 — 0°01423968 0:000 54133 
+V — 13993 — 5888 
— 0°085 50199 — 0°014298 56 BlaeB-Verbesserung 
+K + 14.92 ~ 886 
0°10 — 0°085 48707 — 0°01428970 Zusatzverbesserung 
0-10 — 0°085 487 74 — 0'014290 24 Exakter Wert 


Ill. Veraligemeinertes Blae&-Verfahren fiir Differentialgleichungen n-ter Ordnung. 


Das Verfahren von BlaeS kann auf Differentialgleichungen beliebiger Ordnung 
verallgemeinert werden. Legt man namlich den Untersuchungen eine Differential- 
gleichung® 

yee =f (2, y, y', SOc, yh") 
zugrunde, so zeigt es sich, daB bei entsprechender Definition von D*, f und bei Er- 
setzen von f/, Df durch f/,“—» Df die Taylor-Entwicklungen (8) ftir f,, f,,... all- 
gemein gelten. 


Im folgenden soll nun eine Aufstellung des allgemeinen BlaeBschen Schemas 
und die Ermittlung der Verbesserungswerte erlautert werden. Dabei soll zunachst 
die Wahl der Schrittzahl K, nach der die Verbesserung eingeschaltet wird, offen ge- 
lassen werden. Ziel der Entwicklung wird sein, die Gleichungssysteme (13) fiir die 
Verbesserungswerte in allgemeiner Form zu erhalten, so da8 man fiir Differential- 
gleichungen bestimmter Ordnung daraus die Verbesserungswerte ermitteln kann. 


1. Das allgemeine BlaeBsche Schema. 


Fiir die Differentialgleichung 


YO) INE UY soe Yr Y) (15) 
seien die Anfangsbedingungen 
C= Sa Ss Wap cate y@—) — yr 1) 


vorgegeben. Es sollen die entsprechenden Werte fiir «= 2, mit méglichst grober 
Genauigkeit berechnet werden. 


Man geht zunachst ganz analog wie in Abschnitt I bei Differentialgleichungen 


pe—D 
2. Ordnung vor und berechnet ,,Grobwerte™ fig We ge (na 1yy VOR & = Xp 
ausgehend in aquidistanten Abstanden 2 +h,....% + Kh oy “e . K Schritten). 
= 
Dabei geht man von den Anfangswerten %, yh, ..-; ge») (mn —1)1 2Us und be- 


a” Cae “ ce ase ts 
rechnet fy 7, =f (®o Yo + + + yo” —?) ar- Diese Werte tragt man in die erste Zeile 
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eines Schemas’ ein. Dann ermittelt man die zweite Zeile des Schemas, indem man 
die Werte der Vorzeile in die entsprechende Taylor-Entwicklung einsetzt. Man ge- 


winnt die ersten Grobwerte 
pe—D 


Fo Fi yo WO? Gy 
und durch Einsetzen in (15) 


h” a ~ (n—1)) 
hh ee f(t, Jar +0 Yi 2) ae 


Das wird fortgesetzt. Allgemein errechnet man die Werte der 7-ten Zeile aus den 
Werten der Zeile (i — 1). Diese i-te Zeile baut sich in folgender Weise auf: (dabei 
werden folgende Abkiirzungen verwendet: 


. hi Bs NRE aces 3 
OE) Yyioa M, fuser ge ae 
wobei v,° = y; sein soll): 
ti =i + es 5 we Bag ae (ae, + ioe + ("5 oes + (") Moe 
Pein a eS (17) 
is es nn 
Mi = fi (6 Yas Ye») eal 
Das Schema wird dann bis zur K-ten Zeile fortgesetzt, wodurch man die Grobwerte 
Vx (7 = 0,1,...,% —1) erhalt. Zu diesen Grobwerten werden dann die im nachsten 


Kapitel zu bestimmenden Verbesserungen V; (7 = 0,1,...,% — 1) dazugeschlagen, 
wodurch man die Ausgangswerte vj; fiir die weitere Rechnung erhilt: 


(18) 


Fiir die Aufstellung des Schemas selbst wird man oft — wie im Kapitel 3 dieses Ab- 
schnittes an Hand der Differentialgleichungen 3. und 4. Ordnung gezeigt werden 
wird — Vereinfachungen finden kénnen, die Arbeit bei der Multiplikation ersparen. 


2. Die Ermittlung der Verbesserungen. 


Die Verbesserungen V; (j = 0,1,...,2—1) sollen durch den Ansatz8 
K 
Vi= SAd + fy@- Ph BAM, 6G = 04)1.40 =) (19) 
i=0 


so bestimmt werden, daB der Fehler des Verfahrens 


ml) a) 
| Ve ee 
moéglichst gering ist. Dazu miissen zunachst die Taylor-Entwicklungen fiir v, und ve 


ermittelt werden. 


” Dieses Schema baut sich genau so wie das Schema (2) auf, nur besteht es aus (n + 3) Spalten 
(n—1) n@-D he 

: (n—1)!" “ont 

8 f,%—D ist fir « = wv) zu nehmen. 


WORN ERC WPS WOES Wily oe bo 20) 


p oe soll die wahre Taylor-Entwicklung bedeuten, 
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Durch rie Induktion la8t sich zeigen, daB die ve in folgender Weise 
durch 4°, ..., vo"—1; Mo,..., My_, dargestellt werden kénnen: 


vi, =i +f - ‘| Kee <.. + ("= 1) Ke-ityp— a 
+ (*) {[K=—i — (K — 1-1] My + [(K — 1-5 — (K — 2-7] My +... (20) 
cue ee | Mi Me}. 


Die Taylor-Entwicklungen fiir die M, = f; - erhalt man aus den f,, fiir die — wie 


man ebenfalls durch vollstandige bidekGon : zeigen kann — bei entsprechender Ver- 
allgemeinerung der “aves (6): 


P a ; a x 
Di = Bi fay +o any, 


folgende Formel gilt: 


je=fott-Di-h + (PD f+iG=yi,e- 9 DAS + 


22 
[PME Sari Wi, Mops HA THO a id sine can well iss 
Berechnet man daraus die M, und setzt in (20) ein, so erhalt man: 
5 yn) p+1 j+1 —1 —j—1,0e— ar 
Hea +(it ) Kot +...+("5 ) Ke j 20, * + (") Ke iM 
n\ (n+1 i. re 
Leciaieed et te Misi) 
= 
ee 
(23) 


+ (A ("2 ’) SK — aps (26 — 1) DEF + 
{oo ae: 
ae, 


4=1 
arr 2 


(n + 2)! 
= 0717 a ad 


in ee 


) 


; eres ie ee 
Fir die wahren Taylor-Entwicklungen 0; = 4x O- erhalt man unter Verwendung 


der Abkiirzungen (16), (21): 


Oy = % + (1) K oft? Serre (atta Foie oot (") Ke—F at, i 
ptt 


Cea eh) 


ml Re TDi 


2) ager aise 
ep | Re +2 (DE fe, Df) 


Der Fehler este der sich durch Subtraktion von (23) von (24) ergibt, soll 
nun durch den Ansatz (19) abgeglichen werden. Fiir die Koeffizienten A; und B; er- 


geben sich durch Koeffizientenvergleich zwischen v2 — op und der durch Einset- 
zen von (22) in (19) gewonnenen Taylor-Entwicklung folgende Gleichungssysteme: 


Ww Pir i= 0, 1,...,5 erhalt man die Formeln (13), die also allgemeingiiltig sind, 
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nt2t 


=f +2) 


_Kn—-ji+2 nes 


Erfiillen die A : Bi die drei Gl. (25a), so wird eine Genauigkeit bis zur Ordnung h" +! 
erreicht; erfillen sie auch noch die zwei Gl. (25b), so geht die Genauigkeit bis zur 
Ordnung h”*+?. Die Gleichungssysteme sind lésbar. Aber eine gréBere Genauigkeit 
ist durch Ansatz (19) nicht erreichbar. Dies erkennt man, wenn man noch die 
Gleichungen fiir den Abgleich der Glieder h” *? aufstellt. Dann sind die Gleichungs- 
systeme nicht mehr lésbar. 

Soll nun das Verfahren fiir Differentialgleichungen einer bestimmten Ordnung 
entwickelt werden, dann stellt man zuerst das Rechenschema fiir die Grobwerte 
auf. Aus den Gleichungssystemen (25) werden dann die Formeln fiir die Verbesserungen 
ermittelt. 

Es bedeuten: » Ordnung der Differentialgleichung; K Schrittanzahl, nach der 
die Verbesserung eingeschaltet wird; 7 Ordnung des Differentialquotienten, fiir den 
die Verbesserung errechnet werden soll. 

Man ermittelt zunachst die rechten Seiten der Gleichungssysteme, und zwar 
bleiben n, K fiir die ganze Rechnung fest (im ganzen mu8B man n Gleichungssysteme 


berechnen) (j = 0,1,...,%—1). Dann ermittelt man die Loésungen Al fiir die 
Gleichungen 3, 4, die auch noch die Gleichungen 
Dy ; nm! 3! eae 
13 = iS 4, ee CSS aa pi \ = | po eae | eee NS 
= DE age eee ae dee Seth ie an 7] 
is oe: ae (25c) 
“4 OF 3 . 4 eee nt 
Pie Neenive ioe 0 fi) Sx art ee 
t=1 a 


moglichst genau abgleichen™. 


Dabei geht man am besten so vor: Von den Koeffizienten AL eh A’. setzt man 
alle bis auf zwei gleich Null, bestimmt die Lésungen, die die Gl. (3) und (4) von (25a, b) 
befriedigen und priift nach, ob die zwei Gleichungen (25c¢) verhaltnismaBig genau er- 
fullt werden. EKrfahrungsgemaf ergeben sich die besten Lésungen, wenn einer der 


Hewes ON, die nicht Null gesetzt werden, A’ ist. Man wird dann unter den 


14 cape beiden Gleichungen erhalt man fiir die ersten Terme der zu den Gliedern der 
Ordnung h” +, 1"*4 gehérigen Ableitungen. 
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Paaren ae At ; ie A’ Ais ... eines finden, 
das die Bedingungen am besten erfiillt. Die so 
gefundenen Werte fiir die A} setzt man in die Gl. (5) 


(26a) 


ein und sucht Lésungen EB. die diese Gleichung 


erfiillen. Dabei geniigt es, alle Jes bis auf eines Null 
zu setzen; durch Versuch wird man auch hier den lao ook 


gunstigsten Weg finden. Aus den Gl. (1) und (2) See vee 
ergeben sich dann die Werte fiir Aj und Bj. eof i ie 
Die Wahl der Schrittzahl K richtet sich dar- er Wat 
nach, wie sich die einfachsten Koeffizienten fiir die s = - . 
Gleichungssysteme ergeben. & WS Se are 
Zur Priifung, ob die Schrittweite klein genug S cs Ee ee 
ist, empfiehlt es sich, die Rechnung entsprechend & Spat iia Hain alice 
mit doppelter oder halber Schrittweite zu wieder- 5 | . iB Mr S ie 
holen. Das Ergebnis gilt dann als gut, wenn dabei ,, || “ “7 “2 S © 
keine zu groBen Abweichungen eintreten. etfs 
0 
3. Das verallgemeinerte Blae’B-Verfahren z 
fiir Differentialgleichungen 3. und 4. Ord- 3 Case, Soe 
nung. < Perl vier ae 
Nachstehend sind Schema und Verbesserungs- ‘= SPS A Pa ae 
werte [aus den Gleichungssystemen (25) berechnet] % (Le yee SCS ae 
fiir die praktisch wichtigen Differentialgleichungen : ; : I rr Nr iy NT 
3. und 4. Ordnung angegeben. pa epi the wR BD eal eas 
it LF UF UF Us 
a) Differentialgleichungen 3. Ordnung. y hes heme ema 
Es sei eine Differentialgleichung 3. Ordnung ~ Pie eee 
3 + + + tint 
Go fle Ys y ; y’’) is Sat ae ae Ee a 
mit den Anfangsbedingungen 3 i 5 e ue oF 
eS) a ~ 
ge ee te es als! Sis sie iss 
nach dem BlaeB-Verfahren zu lésen. Unter Be- : Pa i ce 
F fad! 
nitzung der Abkirzungen : Bit iaeer ty Be 
he Fath Seal ty ele 
hs ce ee a oT 
lgag ob: & = te ev de 
b Seat: Megha aes 
erhalt man folgendes Schema (fiir Schrittzahl & kl anes UR 
k = 4): Lee celle oes) 
Es jst? Sl ie te ta te Taos 
4 — 4 < 
122 BlaeB hat fiir Differentialgleichungen 3. Ord- a 2 if a i 
nung Verbesserungen angegeben (siehe Anm. 2), die a en eae sl Se ° 
eine Genauigkeit bis zu Taylor-Gliedern 4. Ordnung ee eS Sale aaa Se . 
geben, wahrend die hier ermittelten eine Genauigkeit 3 Se Samael ident i 


bis zu Gliedern 5, Ordnung bewirken, 
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Vy = Oa + SEP + 8 fy (Ba — Bo) 


(26 b) 


V;, iad dees ae — = 38: o, - 8 fy h (By ea Bo) 


Vy let Fy 8 hyo Be ie) 


Anmerkung: Die 4. Spalte des Schemas miiBte eigentlich lauten: 0,4 = v9 h + 
+ 2a) +3), was aber durch 0, h = vp h + ox) + &, ersetzt werden kann, wodurch 
man sich einige Rechenarbeit erspart. Natiirlich mu8 dann zuerst die 5. Spalte er- 
rechnet werden. 

b) Differentialgleichungen 4. Ordnung. 


Eine Differentialgleichung 4. Ordnung 
yV=f(@yHYs Voy’) 
sei mit den Anfangsbedingungen 


vit 


T= %, Y=Y Y =%wY = Y =" 
nach dem verallgemeinerten BlaeB-Verfahren zu lésen. Unter Verwendung der 
Abkirzungen 


h2 

eel ey 
h? 

2: oy — Be 
ht 

i Fatauians 


erhalt man folgendes Schema und folgende Verbesserungsformeln (fiir Schrittzahl 4): 


Tabelle 4. Schema nach Blae8& fir Differentialgleichungen 4. Ordnung. 


Nr. | a, |v, | oh 
0 | x Yo Kae 
1 |a+h Y= Ys Veh + o& + Bo + Yo 0, h = Wh 2 OX 2 Bo + Bi 
2 |%+2h =A tyh+ut+Aty Vgh=%1h+2o, +28, 4+ B, 
3 Hy + 3h Ys = Yo + Ugh+ a+ Bot ye Wah = Ugh + 2 a + 2B, + Bs 
4 [a+ 4h Ys = Ya + Ugh + Oo + By + Ys V,h = vsh + 2 a + 2 Bs + By 
Vo Vy 
4 |a+4h| y= 4,+ Vo mh=YyAh+V, 
Ec rr a he a 
Nr.} a, |B; | y: ; (27a) 
0 we 
Xo Bo Yo = Solo Yor Yor Wo» Zo) “ai 


isk a ~, hs 


1 oy = % + 3 By + bY Bi = Bo + 40 Vi = f (% = ite Yur Vy>-Wy, 2) 4 
2% Ba : oh) eo) eal 
2 = %+38,+ 6y, Be = By ly 4y, Yo =f (% + 2h, Ya Day Wap &) a, 
. fas re a oq mm D 4 
3 OX = % + 3B, + Gy, Bs = Be + 442 Vs =f (% + 3h, Yo» ee 


ee o> sa aS 4 

4 Oo, = %, + 3B, + bys Bs = By + 43 Ya =f (% + 4h, Yar Vay Way 2) i 
~~ Vs V3 

4 Oy = % + Ve By = Ba + Vz 
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_ 2425 ee M8220 Siig) 
Veet kes 11275 32 fy h (ys— Yo) 
V,— 28% ee ae ts at ae (27b) 
V, 164 + ae se BAY | 


Die erreichte Genauigkeit geht bis zu Gliedern 6. Ordnung. 


Anmerkung: Auch hier ist die 4. Spalte etwas vereinfacht. Es mu8 die vorletzte 
Spalte vor der 3. Spalte berechnet werden. 


c) Zahlenbeispiel. 


Kin Zahlenbeispiel einer Differentialgleichung 4. Ordnung soll noch die Anwendung 
des Verfahrens fiir Differentialgleichungen héherer Ordnung zeigen. 


Fir die Differentialgleichung 
yl = — ylll 


sollen fir die Anfangsbedingungen 


die Werte fiir x = 0°24 berechnet werden. 
bedingungen lautet: 


Die exakte Lésung fiir die Anfangs- 


y ==— e— 2 = 1 + 2". 


Die Schrittweite A ist 0°06. Der Gang der Rechnung ist aus folgender Tabelle 5 
ersichtlich : 


Tabelle 5. Rechengang nach dem verallgemeinerten Blaefi-Verfahren fir die 
Differentialgleichung yl = — gee 
Nr. | Hy | Yi | v;h Of | B; Yi 
0 0°00 | 0:0000000000 | 0-060. 0000000 | 0:001 8000000 0:0000360000 | — 0:000 0005400 
1 0:06 | 0:061 8354600 | 0°063 7058400 | 0:001 9047600 | 0:000033 8400 | — 0:000000507 6 
2 0°12 | 0°1274793924 | 0°0676148496 | 0°002003 2344 | 0°0000318096 | — 0:000000477 1 
3 0:18 | 071971288089 | 0°0717148388 | 0°:0020958006 | 0:000029 9012 | — 0:000000 4485 
4 0°24 | 0°2709689010 | 0°075 9943496 | 0:002 1828132 | 0°0000281072 | — 0:000000 4216 
+Vy]+ 34297 | + 35589 | + 13724) + 2393 
0°270 9723307 | 0°075 997 9085 | 0:002 1871856 | 0°000028 3465 Peete 
ey gl 1818 | — 2272)| — 1136 =< OS 45| NG tase ts 


0°270 972 1489 
0°270 972 1389 


0°075 997 6813 
0°075 997 6717 


0-002 1840720 
0:002 1840698 


0:000 0283181 
0:000 0283186 


Werte 


exakte Werte 


(Bingegangen am 8. Februar 1949.) 
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Die Berechnung von Faltwerken durch Iteration”®. 
Von H. Craemer, Beograd (Jugoslavien). 


Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Betrachtet man die Einzelscheiben eines prismatischen Faltwerkes ohne 
Riicksicht auf ihren gegenseitigen Zusammenhang, so sind die Biegespannungen beiderseits einer 
Kante im allgemeinen verschieden; der Ausgleich erfolgt durch dort wirkende Schubkrafte. Ab- 
weichend vom bisher tiblichen Verfahren wird schrittweise nur der Einflu8 von jeweils einer 
solechen Schubkraft betrachtet. 


Summary. Bending stresses of each particular member of the compound system are first 
computed without respect to their mutual connection; the stresses thus obtained are different 
on each side of the edges. These stresses are compensated by transverse strains acting there. 
They are computed in one member only; by repeating the procedure for all joints similarly to 
Cross’s method, the true action of the compound system is got step by step. 


Résumé. En regardant une seule dalle d’une construction pliée sans tenir compte de leur 
influence mutuelle, on trouve que les tensions de flexion a chaque coté d’un bord sont généralement 
différentes; elles se compensent par des forces transversales 4 cet endroit. Autrement que dans 
les procédés employés jusquw’ici, l’influence d’une seule force transversale est analysée, et en repetant 
ce procédé pas A pas on obtient les tensions exactes du systéme entier. 


Verbindet man nach Abb. 1 mehrere in verschiedenen Ebenen liegende sehr dine, 
also scheibenartige Balken langs ihrer Schnittkanten, so entsteht ein Tragwerk von 
grundsatzlich neuer Wirkung, das Faltwerk!. In dem bei weitem wichtigsten Sonder- 
fall des prismatischen Faltwerkes, auf den wir uns hier beschranken wollen, sind die 
Schnittkanten parallel. Ferner sei vorausgesetzt, daB in einer Kante nur zwei Einzel- 
scheiben zusammenstoBen, daB es sich also um ein ,,einfaches‘‘ Faltwerk handelt. 


9K-1K 2W ; RKK 
aaa SAN 
2K-4,K RKK 
QK,K+7 
a b 
Abb. 1. Abb. 2. 


Die Stiitzung erfolgt entweder durch zwei oder mehrere zu den Schnittkanten meist 
senkrecht laufende Binderscheiben oder durch EKinspannung am Fuf, wie z. B. bei 
Kihltiirmen oder Unterbauten von Wassertiirmen. 

Die Elastizitatstheorie der Faltwerke ist an sich bekannt?: 3. Hier soll gezeigt 
werden, wie man in vielen Fallen die Berechnung durch ein Iterationsverfahren ver- 
einfachen kann, das demjenigen ahnlich ist, das Cross fiir den durchlaufenden Balken 
und andere Stabwerke angegeben hat. Wir wiederholen zunachst diejenigen bereits 
bekannten Zusammenhange und Formeln, die wir fiir die folgende Ableitung bendtigen. 
Alle dargestellten Krafte sind positiv zu rechnen, wenn sie in der in den Skizzen ein- 
getragenen Richtung wirken. 


* Herrn Prof. Dr. E. Melan zum 60. Geburtstag gewidmet. 

' H. Craemer: Scheiben und Faltwerke als neue Konstruktionselemente des Eisenbeton- 
baues. Beton u. Eisen 28, H. 13 (1929). 

* H. Craemer: Allgemeine Theorie der Faltwerke. Beton u. Eisen 29, H. 15 (1930). 

* H. Craemer: Der heutige Stand der Theorie der Scheibentrager und Faltwerke. Beton 
u. Eisen 36, H. 16 (1937). 
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Da die Kanten im Raume festliegen, wirkt das Tragwerk gegentiber senkrecht 
zu den Kinzelscheiben gerichteten Lasten bekanntlich wie eine iiber die Kanten ge- 
spannte durchlaufende Platte; ihre auf die Kinheit. der Schnittlinge bezogenen 
Momente m und Querkrafte q sind infolgedessen bekannt. Das Gleichgewicht eines 
Elementes, das durch zwei unmittelbar neben einer Kante gefiihrte Schnitte gebildet 
wird, erfordert das Auftreten von Normalkraften n, siehe Abb. 2a; im folgenden 
bezieht sich der erste Index stets auf das zugehérige Feld, der zweite auf die Kante. 
Es ist dann 


1 
Ne 1,5 DZW. Ny_ = 2 (Qe-ae(t tg py, + cte pr) + dex (4 te Wy, + ctgy;,). (1) 


Kine aus dem Zusammenhang geldste Einzelscheibe wird also in Richtung fort- 
schreitender Ordnungsziffern & nach Abb. 2b mit 


Pr = Nr, e4+1 — Mee (2) 
belastet; diese Belastung mu nach den Binderscheiben abgetragen werden, erzeugt 
also Momente M;, nach Abb. 3. An den beiden Randern k und k& + 1 der Einzel- 
scheibe k entstehen infolgedessen die Spannungen 


6 M 
Con ee (3) 


Tk 


Tq+1 


|. 


sie sollen, im Gegensatz zu der iiblichen Festsetzung, beide 
positiv sein, wenn das Moment positiv ist. 

Diese Spannungen sind in der gleichen Kante im all- 
gemeinen verschieden, je nachdem wir sie der einen oder 
der anderen der beiden anstoBenden Einzelscheiben zuordnen, 
und zwar ist infolge unserer Vorzeichenvereinbarung 


Gee SE ge. Abb. 3. 


der zu beiden Seiten der Kante k auftretende Spannungsunterschied. Der Ausgleich 
erfolet abnlich wie beim verdiibelten Balken durch Schubspannungen 1; in den Ver- 
bindungskanten, die wir zu Schubkraften \ tT, d,d% zusammenfassen, wobei das 
Integral tiber den abgeschnittenen Teil zu erstrecken ist, siehe Abb. 3. Aus den Kern- 
momenten findet man nun leicht, daB eine Schubkraft 7’, fiir sich allein in den beiden 
anstoBenden Einzelscheiben k — 1 und k die Spannungen 


Die (2=t95 Ly 
ae - ) One = “a; Oy, (4) 
hervorruft; die Vorzeichen sind wie in Gl. (3) so gewahlt, dai die Spannungen als 
positiv bezeichnet werden, wenn ihnen eine in Richtung fortschreitender Ordnungs- 
ziffern k gesehen konkave Kriimmung entspricht; der zu beiden Seiten der Kante 
auftretende Spannungsunterschied ist also diesmal 


Cae c= aa 
or dy, —1 Wy -1 


On -1,k a OK ke: 


Die gleiche Schubkraft erzeugt an den gegeniiberliegenden Kanten & — 1 und k + 1 
die Spannungen 7 
: On -1,.k-1— “9 Tk-Lke Fe e+1 = “9, Okk: (5) 
Aus der Bedingung, daB die aus den Momenten M und Schubkraften 7’ zusammen 
herriihrenden Spannungen zu beiden Seiten einer Kante die gleichen sein miissen, 
erhalt man in der bisherigen Theorie der Faltwerke?»* entweder die Dreischiibe- 
gleichung oder die Dreispannungsgleichung, das heift dreigliedrige Gleichungen, die 
je drei aufeinanderfolgende Schubkrafte 7’, oder Biegespannungen o; enthalten. 
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Statt dessen verwenden wir im folgenden ein Schrittverfahren, indem wir den 
Ausgleich der Biegespannungen zunachst nur an einer Kante, z. B. k, vornehmen 
und dabei annehmen, da8 nur eine Schubkraft, namlich 7',, vorhanden ist. Die 
Gleichheit der Spannungen aus M,_,, M, und 7T;, zusammen beiderseits dieser Kante 
ergibt dann 

Oo,%-1 + Fon = — (Fx-1,.% + Fxn): (6) 
Da nach Gl. (4) ; 
On 1,6: Cnt = Ay dy i Op dy 1 


ist, mu demnach fiir diesen ersten Schritt des Ausgleiches 


ay, Uy 
= — SO ——————— Oo, oo (ey 
On —1,k anny dy—1 + Ay dy, ( One— a on)s | (7) 
One = M—1 de = (Oo,n-1 + Fox) | 
Gy, —1 Ay + Ay Ay 


sein; im Sonderfalle, das beide anstoBenden Scheiben gleich stark sind, wird 
1 
Opie Rk = — > (F0,%-1 + Fox) (7a) 
Wie man sieht, ist die Kenntnis der Schubkraft selbst fiir den Ausgleich gar nicht notig. 
Wir nehmen nun nach und nach auch an den ibrigen 
Kanten den Ausgleich vor; dabei berticksichtigen wir auch y 
die bei den vorangegangenen Schritten entstandenen Span- 0,73 ise 
nungen gema$ Gl. (5). Im Verlauf dieser Rechnung entstehen 
an den friiher ausgeglichenen Kanten neue Ungleichheiten, 
die wir solange von neuem beseitigen, 


bis die Genauigkeit ausreicht. UE 
Wird eine Einzelscheibe, z. B. k — 1, 
. . 3 
durch eine Symmetrieebene von Last und 
System gekreuzt, siehe Abb. 4, so ist es ees 
zweckmabig, den Ausgleich an ihren pone 
Kanten k — | und & gleichzeitig vorzu- 194 
Abb. 4. nehmen. Hs ist dann 7,_, = — T, und Abb. 5. 
2 T, 4 T, 
0, 34,4 = = —, Oh, = — SS, 8 
demnach bee Ap —1 Any ie Ay dy, (8) 
On —1,h* See = Ay Ay: 2 Ay 1 Ay 3. 
An Stelle von Gl. (7) fiir den ersten Schritt erhalt man deshalb 
ay Ay dy 
5 a /S —— Ged aa, ade (O0,%-1 + Gon); 
ae 2 dy—1 Ay—1 (9) 
Opi a Ay, d;, +2 peice. (Oo,%-1 A Con); 


wahrend fiir o;,;4, die Gl. (5) giiltig bleibt. Im Falle gleichstarker Einzelscheiben 
wird insbesondere 
On —1,4 = 25 Ganka Oo ns Onn = a (Go;244 + Cox)e (9a) 
Als Beispiel untersuchen wir einen achteckigen Turmschaft mit der Kanten- 
lange a und y = 22/,° nach Abb. 5, in deren rechter Halfte die Bezifferung angegeben 
ist. Er sei durch Wind derart belastet, daB der Staudruck ,, mit den in der linken 
Halfte der Abbildung angegebenen Ziffern vervielfacht, die Belastung je Flachen- 
einheit ergibt. Die Berechnung fiir diese Krafte als Rahmen mit unverschieblichen 
Knoten bietet nichts Neues und liefert die Querkrafte unmittelbar neben den Kanten 
fiir die Einheit der Héhe zu 
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Ja = — 9600 p,0, qu = —0°451 p,a, gig = — 0'279 p, a, 
Yox = 0145 p,a, G3 = 0°255 p,a, dag = 0°215 p, a, 
Ysa = O'185 pa, dag = 0°200 pia; 
sie wurden als positiv angenommen, wenn sie den Knoten nach auBen belasten. 


Nach Gl. (1) erhalt man hieraus die Normalkrafte 


1 
Rage = 5 [0°600 (— 0°414 + 2°414) + 0°451 (0°414 + 2°414)] p, a 
= — 1237 p,a 
und im iibrigen: 
My, = —1°300p,4, ny. = —0°074p,a, Mo = — 0°250 p, a, 
Neg = 0°559 p.a, N33 = O'575p,A,  Ng4 = 0°468 p, a, 
Ny, — 0°461 p, a. 
Setzt man dies in Gl. (2) ein, so folgt 
Po=Pi=—9, Py = 1226 p,a, p,=— 0809 p,a, p; = — 0107 p,a. 

Steht der Turm auf die Hohe / frei, so sind die Momente der Einzelscheiben an 
der Einspannstelle 
M,=—M,=0, M,=——0613p,aP, M,= — 04045 p,aP, 

M, = + 0-0535 p,aP 
und die Spannungen ohne Riicksicht auf den gegenseitigen Zu- 
sammenhang betragen 
O09 Se Oo4 == 0, Ooi Se 3°678, 
Con = — 2°427, Gog = + .0°321 p, Pfad. 

Die Tabelle am Schlusse entspricht der halben Abwicklung des 
Faltwerkes. Der erste Ausgleich wurde bei Kante 2 vorgenommen; 
der Spannungsunterschied der o, mit zusammen — 6°105 wurde 
durch den Unterschied der Spannungen infolge Schubkraft gemaB 
Gl. (7a) mit 2 (+ 3°053) vorgenommen; der Faktor p, [?/a d wurde 
tiberall fortgelassen. Der vollzogene Ausgleich ist durch einen Quer- 
strich gekennzeichnet. Durch die beigesetzten Buchstaben a bis p ist 


die Reihenfolge der Schritte bezeichnet, um eine spatere Nach- 
priifung zu erleichtern. 


Die infolge des ersten Schrittes bei 1 und 3 entstehenden 


Spannungen betragen + 3°053 = + 17526. Bei 1 ist dann auer 


Abb. 6. 


0) = — 3°678 auch die vorstehende Spannung, zusammen also 
— 2152 auszugleichen, und zwar gemaB Gl. (9a) mit (+ 2°152) = 1:435 in Scheibe 1 
und 0°717 in Scheibe 0. Wir gehen nun zur Kante 3 iiber; dort miissen die bereits 
vorhandenen Spannungen von — 2°427 + 0°321 + 1°526 = — 0;580 durch 2- (+ 0°290) 
ausgeglichen werden, wobei in den Kanten 2 und 4 neue Spannungen von je + 0°145 
entstehen. Nach insgesamt 16 Schritten ist der Ausgleich erreicht, wenn man von den 
belanglosen Resten bei den Kanten 1 und 4 neben den Querstrichen n und p absieht. 
Die endgiiltigen Spannungen ergeben sich dann durch Summierung aller oberhalb der 
doppelten Querstriche stehenden Einzelbetrage; sie sind in Abb. 6 bildlich dargestellt 
und zeigen die bekannte Tatsache, da8 fiir das Faltwerk als ganzes das Naviersche 
Gesetz nicht giiltig ist. 
Ingenieur-Archiv IV, 5. 
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Scheibe 0 Scheibe 1 | Scheibe 2 Scheibe 3 Scheibe 4 
; Kante 1 Kante 2 Kante 3 Kante 4 
(0°333) (0°667) (0°500) | (0°500) (0°500) (0°500) (0°667) (0°333) 
0-000 | —3'678 | — 3678. | —-2-427 (| — 2-427 | +4 0-321 | + 0-321 0000 
+1526 | +3053 | +3052 | + 1°526 
E077 Ah ASG asl? NOTE Se pa + 0145" | +0290 | + 0-290 | + 0145 
—O215> | — 0-431 | —0°431 | — 0-215 — 0155 | —0311 | —0155, 
40-072 .|- = 6143 + 0-072 | + 0-092 092° | +0185 | + 0-185, | + 0-092 
—0-041° | —0-082 | —O- 082, | — 0-041 | — 0-031 | —0-061 | — 0-031. 
+0014 | +0027. | +0014 | +0018 | + .0°036 | + 0-036, | + 0-018 ? 
9-008" |. — 0-016 || ~<0016.-| 0-008 -|)-0006 4p 0-0le m= 0:006 
+0003 | +0005 | +0:003 | +0003 | +0:007 | + 0-007 | + 0-003 
l ES ae a ae ote eee de a OOD. N= NO08 
+0806 | —0806 | —0-350 | + 0:354 | —0-647 | + 0647 wee 
+9193 | -—02198e 


(Hingegangen am 11. Mai 1949.) 


Richtungs-Doppelfokussierung von Elektronenbahnen 
genen elektrisch-magnetischen Feldern*. 


Von W. Glaser, Wien. 
Mit 1 Textabbildung. 


in inhomo- 


Zusammenfassung. Die Fokussierung durch ein Elektronenstrahlbindel, dessen Hauptstrahl 
ein zur Feldachse eines zylindersymmetrischen elektrisch-magnetischen Feldes symmetrisch 
gelegener Kreis ist, wird untersucht. Die Fokussierung ist im allgemeinen astigmatisch. Die 
Bedingungen fir das Feldgefalle in der unmittelbaren Umgebung des Hauptstrahles dafiir, daf 
die Abbildung anastigmatisch ist, werden angegeben. Auf die Anwendungsméglichkeiten der 
Anordnung in der Geschwindigkeits- und Massenspektroskopie wird hingewiesen. 


Summary. The focusing by electron beams, the main beam of which is a circle situated 
symmetrically to the axis of an axially-symmetrical electromagnetic field, is investigated. The 
focusing is in general an astigmatic one. The conditions for the variation of the field in the 
adjoining neighbourhood of the main beam, in order to get an anastigmatic image formation, 
are described. The possibilities for application of the device in velocity- and mass-spectroscopy 
are indicated. 


Résumé. On examine la focalisation d’un faisceau d’électrons le rayon principal du quel est 
un cercle situé symétriquement 4 l’axe d’un champ électromagnétique de symétrie rotatoire. 
La focalisation est en général astigmatique. Les conditions de focalisation aux environs du rayon 
principal pour obtenir une représentation anastigmatique sont discutées. Des applications du 
dispositif en spectroscopie de vitesses et de masses sont indiquées. 


In den meisten abbildenden elektronenoptischen Systemen beniitzt man Elektronen- 
strahlbiindel, deren Hauptstrahl mit der Rotationsachse des axialsymmetrischen 
Feldes tibereinstimmt. Man kann sagen, daB in diesem Falle das Strahlenbiindel 
zum Felde ,,longitudinal“ liegt. Bei vielen elektronenoptischen Anordnungen anderer 
Art, z. B. in der Geschwindigkeits- und Massenspektrographie, betrachtet man jedoch 
gerade den anderen Grenzfall, bei welchem der Hauptstrahl ein zur Feldachse 
symmetrisch liegender Kreis in einer zu ihr senkrechten Ebene ist. Wir kénnen 
sagen, da in diesem Falle das Biindel ,,transversal“ zum axialsymmetrischen Felde 
liegt. In beiden Fallen sind die Hauptstrahlen bestimmte ausgezeichnete Elektronen- 
bahnen, die dadurch gekennzeichnet sind, da die Beschleunigungen senkrecht zur 
Bahn verschwinden. Man spricht von sogenannten ,,quasistatischen‘‘ Elektronen- 


* Herrn Prof. Dr. E. Melan zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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bahnen. Die Fokussierungseigenschaften der zur kreisformigen Hauptbahn benach- 
barten Elektronenbahnen in ,,transversalen“‘ Biindeln sind bereits 1938 unter all- 
gemeinen elektronenoptischen Gesichtspunkten von R. Wallauschek in seiner 
Prager Dissertation behandelt und wesentliche Ergebnisse daraus im Jahre 1940 
verdffentlicht worden!. Man findet, da8 fiir Nachbarstrahlen in der achsensenk- 
rechten Ebene z = konst. im allgemeinen ein anderer Fokussierungspunkt am kreis- 
formigen Hauptstrahl] besteht als fiir die Nachbarstrahlen in der Zylinderfliche 
r = konst.?. Man hat es also mit einer astigmatischen Strahlenvereinigung zu tun 
und es ist gerade wichtig, die Fille zu untersuchen, wo beide Fokussierungswinkel 
zusammentallen, also eine anastigmatische Abbildung besteht. Bereits Wallauschek 
hat die hierftir notwendigen Bedingungen verdffentlicht und insbesondere auch eine 
aus dem elektrischen Feld eines Zylinderkondensators, dem homogenen Magnetfeld 
einer langen Spule und einem magnetischen Dipolfeld bestehende anastigmatische 
Anordnung angegeben. Im folgenden sollen nach einer vereinfachten und vervoll- 
standigten Herleitung der Fokussierungsbedingungen insbesondere die Bedingungen 
fiir eine stigmatische (anastigmatische) Abbildung weitergehend untersucht werden. 
Die Ergebnisse dieser Arbeit liegen bereits seit einigen Jahren vor, konnten aber nicht 
veroffentlicht werden. Sie dirften vielleicht auch deshalb nicht uninteressant sein, 
als K. Siegbahn und N. Svartholm den in der Veréffentlichung von Wallauschek 
enthaltenen Gedanken einer doppelten Richtungsfokussierung inzwischen durch die 
Konstruktion eines auf dieser Theorie beruhenden Betaspektrographen verwirklicht 
haben, und zwar fiir den einfachsten in der Theorie enthaltenen Spezialfall eines rein 
magnetischen Feldes 
Bedeutet 9 (r, z) das elektrische Potential und ist 


a (7, A ie (7, 2z\ df = 2x [B, (7, 2) rdr (1) 


der magnetische Kraftflu8 durch einen zur Achse senkrechten kreisférmigen Quer- 
schnitt, so 14Bt sich die Elektronenbewegung bekanntlich auf folgende Weise darstellen: 


Deg, 30 
Sistas Seis hi Oa (2) 
wobei das ,,Potential‘‘ Q durch 
men Sate ; bet 
VSN VES 3 (1 w+.C)" 1 te (3) 
definiert ist. Da die GréBe WY mit dem Vektorpotential A durch 
7 Aes Ae em a (4) 
zusammenhangt, kann man ftir Q auch 
2 C; \2 . 
= n¢ (4+) (5) 


schreiben, was mit der gewohnlichen, zuerst von C. St6rmer und H. Busch? an- 
gegebenen Gestalt tibereinstimmt. 


1 R. Wallauschek: Z. Physik 117, 569 (1941). 

2 Dies verlangt, da® die Fokussierung tatsaichlich auf den beiden Flachen z = konst. und 
y = konst. erfolgt. Dies ist — wie wir sehen werden — nicht der allgemeinste Fall und erfordert 
die Erfillung einer bestimmten Bedingung durch die abbildenden Felder. In der angefithrten 
Arbeit wird sie stillschweigend vorausgesetzt. 

3 K. Siegbahn und N.Svartholm: Nature (London) 157, 872 (1946). Ark. Mat. Astr. Fys. 
33 A n° 21, 1946, ferner F.B. Shull and D.M. Dennison, Phys. Rev. Vol. 71, n° 10, 681 — 687, 
1947 und P. Hubert, C.r. Acad. Sci., Paris 228, 302 — 304 (1940). 

40. Stérmer: Arch. Sci. physiques natur. (1907). — H. Busch: Ann. Physik 81, 974 
(1926). — Vgl. auch V. E. Cosslett: Introduction to Electron Optics, 8. 107, Oxford, 1946, bzw. 
zu Gl. (3) W. Glaser und E.Lammel: Ann. Physik 40, 367 (1941). 
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Wenn wir mit y die azimutale Koordinate in unserem Zylinderkoordinaten- 
system r,z,y bezeichnen, so gilt der Flachensatz 


yoo=a(v¥+o), (6) 


wodurch gleichzeitig die Konstante C in (3) definiert ist. Man erhalt nun bestimmte 
ausgezeichnete Elektronenbahnen, sogenannte quasistatische Bahnen, wenn man 


. = 4 Pr ve Y, + or = 0, Q, = a (7) 
af NO yy _ ets 
bf Vater pad eee Qa; = 02 (8) 


nach r und z auflést. Fiir diese Losungen r = 7, 2 = 2 ist nach (2) 7 =0undz=0, 
das hei®t r und z sind zeitlich konstant, wenn man 7) = 0 und 2, = 0 wahlt. Die 
dadurch gegebene Elektronenbahn ist ein Kreis vom Radius r = 7 in einer achsen- 
senkrechten Ebene z = z. Der Zeitverlauf, in welchem diese Bahn durchlaufen wird, 
ergibt sich aus (6) zu 
, 1 ae 
o= b=alen P@A+C (9) 
baw. 
y = wt -+ konst. (10) 


Durch besondere Wahl von C kénnen wir daher eine beliebige Winkelgeschwindig- 
keit w, mit welcher die quasistatische Elektronenbahn durchlaufen wird, erreichen. 


Nun betrachten wir die dieser Bahn unendlich benachbarten Bahnen 


r=F +o), 2 = 2400). (11) 

Durch Einsetzen von (11) in (2) erhalt man mit Riicksicht auf 
Q.(7,2)=0, (7,2) =0, (12) 
wenn wir nur die Glieder erster Ordnung in 9 und ¢ bei der Entwicklung beibehalten, 
© (t) =Vire +Qrz 6, (13) 
Ct) = Q.10 +.9,. 6 (14) 


Die Gleichungskoeffizienten Q,,, Q,, und Q,, (in die wir r =r und z = 2 einzusetzen 
haben) kénnen dabei mit Benutzung von (7) und (8) und der fiir y und y bestehenden 
Differentialgleichungen 


1 1 
Prr a Pzz ae = 0, vei as ae Eat a = 0 (15) 
nach einigen Reduktionen auf eine zweckmaBige Gestalt gebracht werden, wenn wir 


noch zur Abkirzung die dimensionslosen Verhaltnisse zwischen den radialen und 
longitudinalen Kraften zur Fliehkraft auf der quasistatischen Bahn einfiihren: 


Ses rT wh imei i 

namlich : 
On = — 0F[1+8+ 555 (tr — Pr) (18) 
Qn. = -—@/A(x-- 1) — 8 (p-:— oo Y,.)| ha) 


Qe, = — 0? 22 i (7: ow. ,)]. (20) 


mw? 2 7% 
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Durch eine Drehung des Koordinatensystems um den Winkel @ 


@6=ecos?+Csind, f€=lcos#?—osind (21) 
kénnen wir erreichen, daB die Differentialgleichungen (13), (14) die Gestalt 
0 =e 0; fc=— age f (22) 


erhalten. Die Richtungen der neuen Achsen sind die ,,Hauptschwingungsrichtungen“ 
und die Schwingungen (22) selbst die ,,Haupt- oder Normalschwingungen“. Man 
gelangt zu (22), indem man fiir @ und ¢ mittels (21) die neuen Variablen 6 und ¢ ein- 
fiihrt und # so bestimmt, da der Koeffizient von ¢ in der Differentialgleichung fiir 6 
Null wird. Fiir den Winkel 8, um welchen die Hauptschwingungsrichtungen gegeniiber 
der r- und z-Richtung gedreht sind, erhalt man so 


2Q,. 

tg 29 = ——* _, 2 

s Orr — Vee ( 3) 

Die beiden Hauptfrequenzen «, und «, folgen entweder aus der Gestalt der Gl. (22) 
oder noch einfacher, wenn man mit dem iiblichen Ansatz 

o= Cet, C=C, eis (24) 


in die urspriinglichen Differentialgleichungen eingeht. Man erhalt so in bekannter 
Weise fiir das Frequenzquadrat die biquadratische Gleichung 


| Qer =e a, Oras 
| | = of z P 22 rr Vez —Qr,? = 0, 25 
Po a, hat OT Ger + Ose) + Ore Qe —@ (25) 
welche die beiden Lésungen 
O12 = — 5 Orr + Os) LFV On — Cal + 4G,2 (26) 


besitzt. Damit es sich in allen Fallen wirklich um eine periodische Bewegung, das 
heiBt um eine Schwingung handelt, bei der die Nachbarbahnen stets zur Kreisbahn 
benachbart bleiben, miissen die Frequenzen «, und «, reell sein. «?, das nach (26) 
stets reell ist, mu’ also eine positive Zahl sein. Dies ergibt mit (18) bis (20) die 
Bedingungen 


— Qrr + Qez) = w (1 +? +) > 0 (27) 
und 
(Qrr =f Oa) Ee (Q,, , Arar ae 4 Ae 
oder 
Q> Q.. ae: Q,,7 >= 0. (28) 


Die erste Bedingung (27) fiir ,,stabile““ Bahnen ist sicher erfillt. Unter der Voraus- 
setzung, da auch (28) besteht, gibt es also zwei in der quasistatischen Kreisbahn 
einander senkrecht durchdringende Kreiskegel mit der Feldachse als Achse und den 


halben Offnungswinkeln # und = — %, auf denen die Elektronenbahnen fokussiert 


werden (vergl. Abb. 1). Die Fokussierungswinkel y, und y, sind dabei nach (6) durch 
Y= OT =o, Y= OT = 7-0 (29) 


gegeben, wobei «, und «, mit (26) und (18) bis (20) durch 


a, 2= > (lL +e +e) + 


Yipee es (veal 4 Re 1 — ie (Pre — ay rel 0 


bestimmt sind. 


358 W. Glaser: 


Verschwindet in (13) und (14) das ,,Koppelungsglied“ Q,., das heiBt ist 
= = (x — 31 
tag (Pre — gay Pex) = MHD, (31) 
so stimmen die Richtungen der Normalschwingungen mit der r- und 2-Richtung 
tiberein, wobei der eine Kegel in einen Zylinder r = konst., der andere in eine achsen- 
| senkrechte Ebene z = konst. ausartet. 
{ Die beiden Fokussierungswinkel lauten 


| ‘J in diesem Falle nach (30) 
‘ 
Y, = : 
le e w 
f 3 + “2 + a: (= on ¥ 2) 
; ; (32) 
| Feldachse und 
: | au 
J b Wz 
4 “es Ve aH weet (vr. — + ¥.. 
: : : peices ole mw 20 
Abb. 1. Die beiden Biischel quasistischer Elek- ; 
tronenbahnen liegen auf den beiden Kegelflachen (33) 


mit den Scheiteln S, und S,. Sie werden im allge- F : 
meinen in den verschiedenen Punkten P, und P, Da in der Regel », und », verschieden 


fokussiert. Die Fokussierungswinkel sind mit y, Sein werden, hat man im allgemeinen 
und y, bezeichnet worden. Fall ein astigmatisches Strahlenbiindel 
vor sich. 
Die beiden Fokussierungswinkel stimmen iiberein, wenn in (30) der Wurzelaus- 
druck verschwindet. Dies ergibt die beiden Bedingungen 


OF ae Oe Or = 0. , | (34) 


Die zweite besagt, daB die Fokussierung in den Flachen z = konst. und r = konst. 


erfolgt. Die erste ergibt nach (18) und (20) die Bedingung 


mM ow? 


Der Fokussierungswinkel selbst ist in diesem Falle nach (32) und (33) durch 


a V2 
Se 36 
Yr jiteqd@ (36) 
gegeben. Die Gl. (31) und (35) kénnen daher als die Bedingungen fiir eine doppelte 
Richtungsfokussierung betrachtet werden. 


Als Beispiel betrachten wir die Abbildung, welche durch die tiberlagerten koaxialen 
Felder eines Zylinderkondensators, eines magnetischen Dipols vom Moment « und 
eines homogenen Magnetfeldes der Starke B vermittelt wird. 


Ks sei 7, der Radius einer Zylinderelektrode, deren Spannung V, betrage. Wir 
haben dann die Potentiale 


y 2 
p=Vo—UInt, W=arB+ ae (37) 

Das letzte Glied im Ausdruck fiir Y, welcher den Kraftflu8 des magnetischen Dipols 
darstellt, bestimmt man entweder direkt auf Grund seiner Definition, indem man 
die von den beiden Magnetpolen durch die Kreisflache vom Radius r hindurchgesandten 
Kraftfliisse voneinander subtrahiert, oder aus der Feldstiirke B, (z,7) nach Gl. (1). 
Gl. (8) oder Gl. (17) ergibt 

3H or we 

(72 ae 22) /2 


= 0, a (38) 
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so, dak fiir + 0 die Kreisbahn in der Aquatorebene des Dipols liegen muB: z = 0. 
Setzen wir r = a, so fiihrt Gl. (7) bzw. (16) mit z = 0 zu der Bedingung 


is 
1? +no(aB—4)—ota=0. (39) 
Gibt man sich den Radius des kreisférmigen Hauptstrahles vor, so folgt fiir die zu- 
gehérige Winkelgeschwindigkeit aus (39) 


o= (8-5) +/FO—BP a 


(Das Minuszeichen scheidet aus, da sich fiir U, = 0 auch w = 0 ergeben wiirde.) 
Nun ist weiter fiir 7 = a und z= 0 


Soe Me ee eee | ut = 
er Coal moa mea (B elect eet (41) 
und ferner 
6 
C22 = 0, rz = 0, gr = 0, ee a oe (42) 


so daB die Bedingung (31) erfiillt ist und die Fokussierung in der achsensenkrechten 
Ebene z = 0 und auf dem Zylinder 7 = a erfolgt. Fiir die beiden Fokussierungswinkel 
erhalt man nach (32) und (33) 


14 ‘4 


aes ae 
Mm Ww a ae mo a mo 
wobei w durch (40) gegeben ist. 

Wir betrachten einige wohlbekannte® Sonderfalle: 

1. Im rein homogenen Magnetfeld ist U, = 0 und w = 0 zu setzen. In diesem 
Falle wird 


DS (43) 


On a = LOO, One (44) 
das heiBt die mit dem Hauptstrahl in der gleichen achsensenkrechten Ebene liegenden 
Strahlen werden nach einem Winkel von 180° wiedervereinigt, und zwar besteht 
Fokussierung nur fiir dieses Strahlenbiischel. 

2. Im rein elektrischen Feld des Zylinderkondensators haben wir uw = 0, B= 0 
zu setzen. Nach (16) und (17) ist hier x = 1 und 4 = 0, so daB wir nach (32) erhalten: 


TU 


SS =] 127° 17. 45 
Yr V2 ( ’) 
3. Im Feld des magnetischen Dipols wird nach (40) 
pe ee danbeihh oa 3, (46) 
a C0) mM @ 
so daB wir nach (43) 
4 
a 103° 35’ 47 


erhalten. Die Fokussierung erfolgt daher auf den Zylinderflachen 7 = a. In achsen- 
senkrechten Ebenen findet keine Fokussierung statt. 
4. Die Fokussierungswinkel stimmen in den oben betrachteten kombinierten Feldern 


iiberein, wenn die Beziehung 


CR Uae \aaes 6 ue 48 
oe ee a2 m wa (48) 

5 Uber die Arbeiten wie F. W. Aston, N. F. Barber, W.E. Stephens und A. L. Hughes, 
A.L. Hughes und McMillen, H. Voges, Hughes und Rojanski sowie W. Henneberg, 
welche diese Spezialfille behandeln, siehe die Zitate in der oben angefiihrten Arbeit von 


R. Wallauschek. 
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besteht. Fiir die Kombination eines magnetischen Dipolfeldes mit einem homogenen 
Magnaotfeld ist nach (40) 


=H (B — £.) (49) 
und die Bedingung fiir eine anastigmatische Abbildung lautet: 


|: ements (50) 


a> 


Der dazugehorige Fokussierungswinkel betragt 
y= a) 2 = 255°" 32% (51) 


In der allgemeinen Untersuchung wieder fortfahrend, wollen wir die Bedingung 
fiir die doppelte Fokussierung genauer untersuchen. Wir wollen uns im folgenden 
den Koordinatenanfangspunkt in der Ebene z = z denken, so daB wir z = 0 zu setzen 
haben. Fiir die weiteren Betrachtungen brauchen wir lediglich die ,,Potentiale 
und ¥Y in der unmittelbaren Umgebung der Ebene z = 0 durch den Hauptstrahl 
zu kennen. Wir miissen also die Funktionen um z = 0 entwickeln, wobei wir die 
Wirbel- und Quellenfreiheit des elektrischen wie auch des magnetischen Feldes in 
Betracht zu ziehen haben. Zunachst ergibt sich aus (1) 


Bae ee (52) 


27 7 


Aus der Quellenfreiheit des magnetischen Feldes 


div 8 = 2CS) | 2 Fy _¢ (53) 
folgt damit 


B, ap 22 yy: (54) 

Zur Berechnung von ¢ (7, 2) setzen wir 
g=Vi(nt+Vi(rz+Ve(rn24+... (55) 
Wenn wir dies in Gl. (15), welche div © = Ay = 0 ausdriickt, einsetzen, erhalten wir 
a: 1 


g=Vi(rn+ Vi (r)2— =(v" + — 


2 Vilas fete ; (56) 
Wir wollen die Feldkomponenten in der Ebene z = 0, also 

E, (r, 0) = E, (r), E, (r, 0) = E, (r) (57) 
kurz mit #, und H, bezeichnen*. Damit kénnen wir fiir (56). schreiben: 


9= Vir) Biz (es 6 : V)e4 ae. (58) 


Dieselbe Gleichung kann auch zur Bestimmung des Magnetfeldes benutzt werden. 
Wenn W nunmehr das magnetische Potential in der Ebene z = 0 bedeutet, erhalt 
man fiir das skalare magnetische Potential 


1 tr To. 
Om = W (r) — Bz > (Ww pW | Ae (59) 


* Vi (r) = —H, und B, (siehe unten) haben die Gestalt konst. In r + konst. 
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Hieraus folgt: 


tithes (OP ae. as Sth wt) ep 
By (r,2) = — Fe = B+ (W" +2 Wes... (60) 
Be (r,2) = — ee — ws Bly + (61) 


Aus (60) ergibt sich die Bedeutung von W zu 


. W’ (r) = — B,. (62) 
Damit erhalt man 
Bor, 2) = B,—(B, + 4 B,} anes (63) 
ie (he) = os, 5 a (64) 


Aus (1) und (54) folgen die Beziehungen 
eo 2 B, (1,2), Vo= —2 a7 B, (9,2), (65) 
aus denen man mit Riicksicht auf (63), (64) erhalt: 


1 


See eae ae er Pa —(V" + =) hae ~ (66) 


ey 2 Ls TB, \p oe Be (67) 


Durch die Punkte haben wir dabei Glieder angedeutet, die mit Potenzen von z multi- 
pliziert sind und daher fiir z = 0 verschwinden. Wenn wir daher zur Ebene z = 0 
iibergehen, erhalten wir endgiiltig 


9 =V=—E£, 9, =—EH, “¥,=2arB, Y= —20rB,; (68) 
Pex = E,’ += #,, Y= —2nrB,, (69) 
Pre = 0, Pe = 2K (B, Sad By): (70) 


Schreiben wir noch wr = vo, wobei vy die Anfangsgeschwindigkeit der Elektronen 
ist und zugleich die Geschwindigkeit, mit der sie die quasistatische kreisf6rmige Haupt- 
bahn durchlaufen, so erhalten wir die Beziehungen 


io ge: ee 2 DBP 1, pee Bp Mi 4 By r (71) 
OP Vo Vp Vo 
Aus diesen Gleichungen bestimmt man den Radius des Hauptstrahies. Die Bedin- 
gungen Q,, = 0 und Q,,=@Q,., also die Gl. (31) und (35), werden mit Riicksicht 
auf (69), (70): 


A (x ae 1) ae oe (B, aa if ty; (72) 
: . 
sas elertz owe a A eee (73) 
Vo o 


und der Fokussierungswinkel wird 


} ia Ve a V2 74 
E Vane e me 
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Hierbei ist H der Betrag der elektrischen Feldstarke H = /#,? + #? am Haupt- 
kreis. Die Bedingung (71) fiir den kreisfoérmigen Hauptstrahl des Elektronenbiindels 
ist anschaulich unmittelbar klar. Denn schreibt man sie in der Gestalt 


n (Ep +%B)=", 9 (EH, — % B,) = 0, (75) 


so wird dadurch das Verschwinden der gesamten Normalbeschleunigung bzw. der 
Beschleunigung in axialer Richtung zum Ausdruck gebracht. Denkt man sich € 
und % lings des Hauptkreises gegeben, so bestimmen die beiden Gl. (72) und (73) 
die fiir eine anastigmatische Abbildung notwendigen Feldanderungen (Feldgradienten) 
an diesem Haaptkres: Man erhalt © 


-; (76) 


Im rein magnetischen Feld ist 2 = x = 0. Der Fokussierungswinkel betragt daher 
stets 


yp a2 = 254° 33’ (77) 
Weiter folgt aus (71) 
Bee=0, 4 Ber =U, (78) 
und aus (76) 
dB er" V 
CLT RDF (79) 


Mit Riicksicht auf (78), das heiBt 


ee te ey 1 | 

re 2 5, r i) 

gilt also auch , 
= =— 4% oder By Se (81) 


i 
in der Nahe des Hauptstrahles. B, (r) braucht aber keineswegs iiberall wie 7 2 


abfallen, sondern es geniigt in der Umgebung des Hauptstrahles (79) zu erfidlen: 
Analog folgt aus (76) fiir das rein elektrische Feld 


= i 
Qr=a und Veyrw a 


Wenn auch die rotationssymmetrischen Felder dadurch besonders ausgezeichnet 
sind, da} in ihnen die quasistatischen Bahnen sehr leicht als Kreisbahnen bestimmt 
werden kénnen, so sind doch die vorhergehenden allgemeinen Uberlegungen nicht 
auf solche Felder beschrankt. Man kann die doppelte Fokussierung durch quasi- 
statische Elektronenbahnen in beliebigen Abbildungsfeldern untersuchen. Hiarbei 
wird man zweckmaBigerweise von den allgemeinen elektronenoptischen Ansatzen 
ausgehen, wie sie in den schénen Arbeiten von M. Cotte® und unabhangig davon 
von G. Wendt? aufgestellt worden sind. 


° M. Cotte: Ann. Physique 10, 333 (1938). Vergleiche z. B. P. Hubert l.c. 
" G. Wendt: Z. Physik 120, 720 (1943).°. 
(Hingegangen am 10. Mai 1949.) 
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Zu L.Féppls Theorie der rollenden Reibung*. 
Von G. Heinrich, Wien. 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Nach einem gedringten Uberblick iiber die physikalischen Grundlagen 
der Fépplschen Theorie der rollenden Reibung werden die Fépplschen Ansiitze fiir die Normal- 
druckverteilung kritisch betrachtet. Es wird gezeigt, daB die Hertzsche Berihrungsbedingung 
durch die Gleichungen Foéppls nicht erfillt wird. Bei gleichen elastischen Konstanten der 
bertthrenden Teile ist nur eine Hertzsche Druckverteilung méglich. Bei Giiltigkeit des Coulomb: 
schen Reibungsgesetzes folgt daraus die Schubverteilung im Gleitgebiet und aus ihr mit Hilfe 
der Fépplschen Haftbedingung die Schubverteilung im Haftgebiet. Schub- und Normaldruck- 
verteilung werden formelmafig wesentlich einfacher als bei Féppl. Eine Ubertragung gréRerer 
Tangentialkrafte, als sie dem angenommenen Reibungsgesetz entsprachen, die nach Féppl 
méglich wire, ist hier ausgeschlossen. i 

Hierauf wird der Schlupf berechnet und mit Versuchen von G. Sachs verglichen. Die be- 
rechneten Werte sind durchwegs kleiner als die gemessenen. Dies gilt auch fiir die aus Féppls 
Theorie folgenden Schlupfwerte, wenn man den Schlupf korrekt berechnet. Die Versuche sprechen, 
zamindest bis etwa 70% der maximalen Tangentialkraft, fiir eine parabolische Abhangigkeit 
des Schlupfes von der Tangentialkraft in Ubereinstimmung mit der Theorie, wiihrend diese Ab- 
hangigkeit nach Féppl linear sein miBte. 

Zuletzt wird die Arbeit der rollenden Reibung ermittelt. Eine Erweiterung der Theorie auf 
den Fall verschiedener elastischer Konstanten der beriithrenden Teile wird einer spiteren Arbeit 
vorbehalten. 


Summary. After a condensed general view over the physical elements of the Féppl theory 
about the rolling friction, the Féppl preliminary statements about the perpendicular pressure 
distribution are critically discussed. The author proves that the contact condition by Hertz 
is not met by the Féppl equations. In case of equal elastic constants of the contacting parts only 
the Hertz pressure distribution is possible. If the Coulomb friction law is valid, from this one 
is deduced the distribution of the transverse tension in the sliding stage and further on, departing 
from that one and considering the Féppl clinging condition, the distribution in the clinging stage. 
The formulae for the distribution of clinging stress and of perpendicular pressure are really more 
simplified than with Féppl. The transmission of greater tangential power, than correspond to 
the assumed friction law, which is possible in the Féppl case, is excluded in this case. 

Further the slip is caleulated and compared with the results of trials made by G. Sachs. 
The calculated values are throughout smaller than the measured ones. The same statement. is 
made for the values of slipping which arise from the Féppl theory, provided that the slip is 
correctly calculated. The trials aim at a parabolic slip dependence from the tangential power 
and conform with the theory, whereas this dependence should be linear after Féppl. 5 

Finally the power of the rolling friction is calculated. The extension of this theory to the 
case of varying elastic constants of the contacting parts is postponed to a forthcoming article. 


Résumé. Aprés une vue générale mais concise sue les bases physiques de la théorie de Féppl 
du frottement roulant sont critiquées les équations de Féppl pour la répartition de la pression 
normale. Il est montré que la condition de contact de Hertz n’est pas remplie par les équations 
de Féppl. En cas de constantes égales et élastiques des parties en contact, uniquement la 
répartition des forces d’aprés Hertz est possible. Si la loi de friction de Coulomb est valable; 
il s’en suit la répartition de la poussée dans le domaine du glissement, et de plus, a l’aide de la 
condition de Vadhérence de Féppl, la répartition de la poussée dans le domaine de l’adhérence. 
La répartition de la poussée et de la pression normale deviennent sensiblement plus simples en 
formules que selon Féppl. La transmission de forces tangentielles plus grandes que celles qui 
correspondent a la loi supposée de frottement, possible selon Foppl, est ici exclue. 

Ensuite, le glissement est calculé et comparé avec les résultats des essais exécutés par G. Sachs. 
Les valeurs caleulées sont partout plus petites que les valeurs mésurées. Ceci est valable aussi 
pour les valeurs de glissement émanant de la théorie de Féppl pourvu que le glissement soit 
correctement calculé. Les essais ‘soutiennent, au mois jusqu’aé 70% de la force tangentielle maxima, 
la dépendance parabolique du glissement de la force tangentielle ce qui correspond a la théorie, 
tandis que cette dépendance, selon Féppl, devrait étre linéaire. : 

Enfin le travail du frottement roulant est recherché. Pour élargir la théorie, un article ultérieur 
traitera du cas de constantes élastiques variables des parties en contact. my 


* Herrn Prof. Dr. E. Melan zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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L. Féppl gibt in seiner Schrift ,,Die strenge Losung fiir die rollende Reibung‘* 
erstmalig die exakten Grundlagen fiir eine elastizitatstheoretische Behandlung des 
Problems der rollenden Reibung zwischen Rad und Schiene, wobei bleibende Formande- 
rungen ausgeschlossen bleiben. AuBerdem wird vorausgesetzt, da’ Rad und Schiene aus 
dem gleichen Werkstoff bestehen, so da8 ihre elastischen Konstanten tibereinstimmen. 

Es sollen zunachst die physikalischen Grundlagen der Fépplschen Theorie kurz 
skizziert werden. Es wird angenommen, da sich das ganze Beriihrungsgebiet zwischen 
Rad und Schiene im allgemeinen in zwei Teilgebiete zerlegen 148t, und zwar in ein 
vorderes Haftgebiet und in ein anschlieBendes Gleitgebiet. Im Haftgebiet findet keine 
Relativbewegung zwischen den beriihrenden Teilen statt, was eine Bedingung fiir die 
Formanderung der im Kontakt stehenden Randfasern liefert. Im Gleitgebiet herrschen 
analoge Verhaltnisse wie im Grenzfall vollkommenen Schliipfens langs der ganzen Be- 
riihrungsflache?. Hier besteht namlich, wenn man die Giiltigkeit des Coulombschen Rei- 
bungsgesetzes voraussetzt, die Hertzsche Druckverteilung, die sich, zufolge des Coulomb- 
schen Gesetzes, auch auf die Schubbelastung tibertragt. 

Die Elastizitaétstheorie liefert den Zusammenhang 


Hatigebiel ———-+-~ bleitgebiet- ? z 5 
p———Anar Ward. “ zwischen der Schubbelastung der Bertithrungsflache und 
Lis a Se rs (iain —— fe) 

bi 


’ . ' 


der tangentiellen Spannung oc; in der Randfaser, die 
ihrerseits die Deformation und somit die Relativ- 
bewegung der beriihrenden Teile bedingt. Eine solche 
wird im Haftgebiet nur vermieden, wenn o; hier einen 
Abb. 1. Die verwendeten Koordj. konstanten Wert annimmt. Hine tiberlagerte Normal- 
natensysteme. druckverteilung andert, wenigstens solange Rad und 
Schiene aus demselben Werkstoff bestehen, nichts an 
der Haftbedingung, da sie in beiden einander beriihrenden Randfasern eine nach 
GroBe und Vorzeichen gleiche zusatzliche Deformation erzeugt. 

Foéppl macht nun fiir die Schubspannungsverteilung im Gleit- und Haftgebiet 
mathematische Ansatze, die eine Reihe von unbestimmten Kooeffizienten enthalten. 
Durch Erfillung der Haftbedingung und gewisser Stetigkeitsforderungen lassen sich 
diese Koeffizienten berechnen. Zwischen dem Verhaltnis « des Schlupfgebietes zum 
gesamten Bertihrungsgebiet und der Tangentialspannung o, in der Randfaser des 
Haftgebietes erhalt man jedoch nur eine einzige Gleichung. Zur Beseitigung dieser 
Unbestimmtheit mu8 man noch auf die Druckverteilung zwischen Rad und Schiene ein- 
gehen. Fiir diese macht Féppl1 formell die gleichen Ansatze wie fiir dic Tangential- 
spannungen. Fiir die Ermittlung der Koeffizienten dienen die Bedingungen, da8 im 
Gleitgebiet das Coulombsche Rcibungsgesetz gelten soll und daB die Normalspannun- 
gen tberall stetig sein miissen. Auf diese Weise gelingt es, alle noch unbekannten 
GréBen durch die als gegeben angesehenen Groen der Normalkraft NV, der Tangen- 
tialkraft 7’ und des Moments der Normalkraft M in bezug auf die Mitte der Be- 
ruhrungslinie auszudriicken. 

Zur mathematischen Formulierung beniitzt Foppl die in Abb. 1 dargestellten 
Koordinatensysteme. Nach [F] Gl. (31) und Gl. (34) gilt fiir die Schubspannungs- 
verteilung gq (uw) im Haftgebiet: 


Cy + Cy U + Cy U2 Co + €y' (u + Bb) + ey’ (w+ b)? (1) 
2Vae—wv 2 A2— (w+ db) 


q (wu) = 


? Erschienen im Leibniz-Verlag, Miinchen, 1947. Im folgenden wird diese Arbeit kurz mit 
[F] bezeichnet. 


2 Vel. L. Foéppl: Beanspruchung von Schiene und Rad beim Anfahren und Bremsen. 
Forsch. Gebiete Ingenieurwes. 7. Jg. 141—147 (1936). 
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und fiir die Schubspannungsverteilung q’ (w) im Gleitgebiet: 
F eee Cy’ (wu + b) tp 6,” (wu + b)? One 5 
q’ (w) oa + gp VO — (w+ A)? (2) 


In sinngemaBer Erweiterung von [F'] Gl. (8) ergibt sich daraus die Randspannung o; zu: 


+a —a 
ee | q (uw) dw aq’ (w) des | 
a= 2)\ reat vo Lee f (3) 
—@ —(A + dD) 


o, muB im Haftgebiet einen konstanten Wert annehmen. 


Zur Berechnung der in Gl. (3) auszufiihrenden bestimmten Integrale dienen die 
Formeln [F] Gl. (5) und [F] Gl. (5a): 
+4 
‘| (€y + €, w+ CU? + c, uw) du 


ee (x— 4) Va — wv? 


B Cg + C, & be, w+ 6, 0 


—¢, — 6.0 —¢s| 5 + 22) ia (Gian 82752 TUL 22 > g- 
und 
Pees (Cae fiir x? < a2, 
af Yaar 6 
ae Sw |e 2 ye—@ Eee fiir «2 > a?. 
ig | 


Bei Verwendung der Gl. (4) und (5) laBt sich die Integration in Gl. (3) leicht durchfiihren. 
Im Haftgebiet mu8 o, = o) = const. sein, im Gleigebiet soll sich die Randspannung 
nach Féppl von + o, auf — o, andern. Damit lassen sich alle Koeffizienten in (1) 
und (2) durch die Unbekannten oy, A und « = 6/A ausdriicken, wenn man noch gewisse 
Stetigkeitsforderungen erfillt. A errechnet dabei Féppl aus der Hertzschen Gleichung 
ES fae oa (6) 


a Hm? 


worin m die Poissonsche Zahl, H der Elastizitétsmodul, N der auf die axiale Lange 
eins bezogene gesamte Normaldruck und r der Kriimmungsradius der Laufflache 
bedeutet. 

Durch Integration der Schubspannung iiber das gesamte Beriihrungsgebiet erhalt 
man die Tangentialkraft 7, bezogen auf die axiale Lange eins, die als gegeben betrachtet 
werden kann. Dies liefert die erwahnte Beziehung zwischen oy und «. 

Um noch eine zweite Beziehung zwischen o, und « zu erhalten, mu die Normaldruck- 
verteilung ermittelt werden. Diese setzt Foppl ganz analog zu (1) und (2) an. 
({F] Gl. (36a) und (36b)). Die Normaldruckverteilung q (u) im Haftgebiet wird: 


C,+ Out 0,07 , Of + Oy (+b) + Gy w+ bP : 
Bhi 2 /a?—u2 2 A? — (uw + by? 7) 
und p’ (wv) im Gleitgebiet: 
MK WE 1 ee b 2 C vt SED ae 
pi (uy) = EOE + SVP w+ Ay. (8) 


2 A? — (w+ b)? 
Da im Gleitgebiet das Coulombsche Reibungsgesetz gelten soll, lassen sich die 
Koeffizienten C,’, Cy’, C.’ und Cy’ durch die entsprechenden Koeffizienten ¢’, ¢,’, 
c, und ¢,"’ ausdriicken. Ferner mu8 der Normaldruck iiberall stetig sein und sein 
Integral iiber die Beriihrungsflaiche mu dem gegebenen Normaldruck N gleich sein. 
Betrachtet man schlieBlich auch das Moment M des Normaldruckes in bezug auf den 


» 
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Mittelpunkt O’ des Beriihrungsgebietes als gegeben, so lassen sich alle Unbekannten 
durch gegebene Gréf8en ausdriicken. 

( » Von den Folgerungen, die sich aus der Fopplschen Lisung ergeben, sei nur erwahnt, 
da® « = b/A bei von Null verschiedener Tangentialkraft stets den Wert 0°64 annehmen 
mu. AuBerdem ist die maximale Tangentialkraft 7,,,,, die tibertragen werden kann: 
Tmax = 1°136 4) N, worin uo den Coulombschen Reibungskoeffizienten bedeutet. Sie 
ist um 13°6% gréBer als bei gleitender Reibung. Es werden demnach in diesem Fall im 
Haftgebiet gréBere Schubspannungen itibertragen, als es das Coulombsche Reibungs- 
gesetz zulaBt. Die Frage nach der Ubertragbarkeit so grofer Schubspannungen im 
Haftgebiet sucht Foppl durch die Annahme von Schub-Dipolen zu erklaren. Danach 
wiirden die iiberschiissigen Schubspannungen in zwei gleiche, am Anfang und am Ende 
des Haftgebietes wirkende Einzelkrafte umgesetzt. Eine solche Aufteilung der Schub- 
kraft wird mathematisch durch eine partielle Integration des Integrals nahegelegt, 
das die Tangentialspannung in der Randfaser darstellt. 


2. Die Hertzsche Beriihrungsbedingung. 


Bei kritischer Betrachtung der Fépplschen Ableitung fallt vor allem auf, da 
die Normaldruckverteilung im Haftgebiet nicht aus einem physikalischen Kriterium 
entwickelt, sondern in formaler Analogie zur Schubspannungsverteilung angesetzt 
wird. Ein solches physikalisches Kriterium existiert jedoch und darf nicht ignoriert 
werden. Es mu namlich im gesamten Gebiet, in dem eine Kraftiibertragung zwischen 
Rad und Schiene stattfindet, die Deformation von solcher Art sein, daB eine durch- 
laufende Beriihrung der beiden Korper langs einer gemeinsamen Drucklinie moglich 
wird. Da H. Hertz aus diesem physikalischen Kriterium ftir den Sonderfall, daB zwei 
Zylinder langs einer Erzeugenden durch einfache Druckkraft aufeinandergepreBt 
werden, die Normaldruckverteilung ableitet, soll das Kriterium als Hertzsche Be- 
riuhrungsbedingung bezeichnet werden. 

Es soll nun untersucht werden, ob die von Féppl gefundene Normal- und Schub- 
spannungsverteilung mit der Hertzschen Berthrungsbedingung vertraglich ist. Dazu 
miissen wir die Deformation von Rad und Schiene im Beriihrungsgebiet berechnen. 
Wir begniigen uns dabei, wie es Féppl bei seiner ganzen Untersuchung tut, mit einer 
Theorie erster Ordnung. Dann ist das Problem linear und wir kénnen die Deformation 
durch Uberlagerung der von der Schubspannungsverteilung und der Normaldruck- 
verteilung allein herrithrenden Anteile erhalten. 

Um die Deformation zu erhalten, die von den Schubspannungen allein herriihrt, 
betrachten wir zunachst die durch eine Einzellast Q parallel zum Rand _ belastete 
Halbebene, die im Ursprung O eines rechtwinkeligen Koordinatensystems parallel 
zur x-Achse wirken soll. Die y-Achse weise ins Innere der Halbebene. Die dadurch 
erzeugten Spannungen o, und o, ergeben sich zu?: 


29 wy? ) 


woe way | 
ise 20 , a (9) 
= a (a + ye | 
Die Dehnung ¢, in Richtung der y-Achse ist dann: 
0 1 fell 
ies = (0, = 02). (10) 


n ist darin die Verschiebung des Randes in Richtung der y-Achse, H’ der Elastizitats- 
modul und m die Poissonsche Zahl. 


3 Vgl. L. Féppl: Drang und Zwang, Bd. III, 8. 29. Minchen. 1947. 


Zu L. Féppls Theorie der rollenden Reibung. 367 


Aus (10) erhalt man, bei Beachtung von (9): 


1 i 1 
=e \ (0 — 40) dy = — 52 (1 ZT Giccsit fiir x > 0 (11a) 
0 

und 
| ae al =] eae: fiir « <0. (11b) 
Der Rand bleibt also gerade und weist an der Stelle x = 0 einen Sprung (47),_) vom 
Betrag: Q 1 
auf. 


Ist Q nicht auf einen Punkt konzentriert, sondern langs 
einer Linie verteilt, und ist qg() die Schubbelastung pro 
Langeneinheit, so ist die durch die Kraft gq (x)- Ax ver- 
ursachte Anderung 


a q(x). Ax 1 
An = i’ (1 : =| 
oder, nach Ausfiihrung des Grenziiberganges 42 — 0: 
On sg (@) ie 
On i’ (1 af (13) 


Beriithren sich nun zwei schwach gekriimmte, achsen- 
parallele zylindrische Koérper 1 und 2 langs einer gemein- 
samen Drucklinie und werden gleichzeitig auch Schub- 
spannungen tibertragen, so gelten fiir die von den Schub- 
spannungen allein herrtihrenden Deformationen 7, und 1, 
(jede: nach dem Innern des zugehérigen Korpers positiv 
gezaihlt), wenn die Schubspannungen auf den Korper 1 in Richtung der gemeinsamen 
x-Achse wirkt, die Beziehungen: 


Abb. 2. Zur Ableitung der 
Hertzschen Berithrungs- 
bedingung. 


em, __ ss « (#) 
aa rey E,’ ot es 
(14) 
On i a) J : 
Bei Gleichheit der elastischen A shen i aus (14): 
Zn +m) =0. (14) 


Gl. (14a) bedeutet aber, da bei Gleichheit der elastischen Konstanten die Schub- 
spannungen die Hertzsche Beriihrungsbedingung nicht beeinflussen. Wir brauchen 
in diesem Falle nur die Normalspannungen zu beriicksichtigen. ; 

Wir iiberpriifen nun die Hertzsche Bertithrungsbedingung fiir die in Gl. (7) und (8) 
angegebenen Normaldriicke. In Abb. 2 sind zwei Rader mit den Radien 7, und r, 
vor ihrer Deformation gezeichnet. Wir setzen spater r; = r und r, = co, um den Fall 
von Rad und Schiene zu erhalten. Die Punkte A, und A, sollen sich nach erfolgter 
Deformation beriihren. Wir wollen nicht von vornherein voraussetzen, da der 
Mittelpunkt O’ des Beriihrungsgebietes (vgl. Abb. 1) mit dem geometrischen Be- 
rihrungspunkt der beiden Kreise zusammenfallt. Den Abstand x, dieser beiden 
Punkte fiihren wir als unbekannten Parameter ein. 

Die Kreismittelpunkte M@, und M, sollen nun durch Druckanwendung die elastische 
Annaherung A erfahren. Die sich beriihrenden Punkte A, und <A, erleiden dabei 
die elastischen Verschiebungen 7, und 7. Dann besteht die Beziehung: 


Aire Ay Ag ye (15) 
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Fiir die Strecke A, A, gilt in erster Naherung: 


1 F 1 lo 

AA, = 5 (t+ #)"(5- +7}. (15a) 

Die Ableitung von (15) nach 2’ ergibt, bei Beachtung von (15a): 

ieee 1 é 

AE = (tot 2) (2 + 2) + gor (mt) = 0. (16) 
Herrscht langs des-Randes einer unendlichen Halbebene im Intervall von x’ = — A 

bis z’ = + A die Normaldruckverteilung p(x’), so gilt allgemein*: 

+A 
on 2 p(w’) du’ 
eeu | ieay (17) 
—A 


Man kann nun (17) in (16) einfithren und erhalt bei Beachtung der Fopplschen Normal- 
druckverteilungen (7) und (8) und bei Beriicksichtigung der aus Abb. 1 folgenden 
Koordinatentransformation : 


ae =ax+b \ 
: i! 
“w=—u+od is 
die Beziehung: 
+ A +4 
1 ; 4 (Co + Cy’ w’) du’ (Co + OC, u + Cu?) du 
—(%+ x)= —,;- . 19 
r Mot = aM i 2 / A2— w? (x — wv’) \; Vae—wv oe id 
ae, —a 
Hierin wurde H,’ = HE,’ = EF’, r,; =r und r, = co gesetzt; ferner wurde das Glied 


mit C,’’ aus (18) weggelassen, da nach [F] Gl. (62) und (37) CO,’ = 0 zu setzen ist. 

Gl. (19) miiBte nun im gesamten Beriihrungsgebiet erfiillt sein. Die in (19) er- 
scheinenden Integrale lassen sich aber mittels der Formel (4) leicht ausrechnen. 
Man erhalt bei Beachtung von (18): 


= (Es Faye — (C1 + C,+ OC, 2) ... fir x < a? (Haftgebiet), 


1 2 , 
pot b + &) = Fr Cy — C,— Ca” + 


« O,4+ 0O,4+ 0,2? 
|| V #2— a 

fir —a>x>-— (A + b) (Gleitgebiet). 
Man sieht, im Haftgebiet ist die Bertthrungsbedingung wenigstens formell erfiillt, - 
es ergibt sich jedoch fiir C, ein anderer Wert, als ihn Féppl angibt. Im Gleitgebiet 
ist nicht einmal die formelle Erfillung gewahrleistet, da nach [F] Gl. (45) C,, O, 
und C, im allgemeinen von Null verschieden sind. 


Da die Hertzsche Bertihrungsbedingung nicht erfiillt ist, mu8 ein anderer Aufbau 
der Theorie versucht werden. 


3. Neuer Aufbau der Theorie der rollenden Reibung. 


Da die Hertzsche Berithrungsbedingung fiir den Fall gleicher elastischer Konstanten 
durch die Schubspannungsverteilung im Beriihrungsgebiet nicht beeinflu8t wird, 
geht man am besten von ihr aus. Wir suchen also eine Normaldruckverteilung p’ (2’) 
im Beriihrungsgebiet, die daselbst gema% (16) und (17) der Integralgleichung: 


+A 
a 1 4 ( p’(u’)du’ ‘ 
| | i 
(t+ a) (> | =} mae | ae oe tir wee 4s (20) 
=A 


4 Drang und Zwang, l.c. S. 62. 
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geniigt. x, ist hierin ein unbekannter Parameter, der noch den Bedingungen des 
Problems angepaBt werden muB8. 
Aus Gl. (4) erkennt man, da bei passender Wahl der Koeffizienten der Ausdruck: 
= Grek 6; e+ C, a2 
V A?— a 
eine Lésung der Integralgleichung (20) darstellt. Fiihrt man (21) in (20) ein, so er- 
halt man: 


p(x’) (21) 


/ 1 1 4. Y 7 12 / -* , 
(tig +) (5 4 ~|= a (CL +C,'2’)... fiir e’?< A? (22) 
Durch Koetfizientenvergleich erhalt man: 
! E 1 1\ } 
Ge 4 t9(5 air: ) 
a 2 \ 23) 
eee ae: re ( 
arp 4 & iF 3 ) 


Fiir Cy’ liefert die Integralgleichung keine Determination. Wir miissen aber fordern, 
daB p(x’) nirgends unendlich groBe Werte annimmt. Da der Nenner in Gl. (21) fiir 
die Werte «’ = + A und 2’ = — A verschwindet, mu8 dort auch der Zahler Null 
werden. Es gelten also die Gleichungen: 


ee ae ibe a eS i 
on 4 is | 4 4 & 7) 4? = 0, 
Pee Y 1 BE’ {1 1 
ee ee it le sO 
Daraus folgt sofort: tp == 0 
en ee 
und Oe rie +7)4* 
Damit geht aber Gl. (21) in die gewohnliche Hertzsche Druckverteilung: 
p' (u') = - = + a VAP Sw? voici. fiir wu’? < A? (24) 
Ty Ue 


liber, die fiir das ganze Beriihrungsgebiet gilt. Da im Bereich einer Elastizitatstheorie 
_ erster Ordnung fiir einen gegebenen Belastungsfall nur ein einziges Gleichgewicht 
existieren kann, stellt Gl. (24) zugleich die einzig mégliche Lésung fiir die Normal- 
druckverteilung dar. 

Geht man vom ebenen Spannungszustand zum ebenen Verzerrungszustand iiber, 
so hat man: 

’ m* P 
Eee gaa (25) 

zu setzen®, worin E den wirklichen Elastizitatsmodul bedeutet, dann steht man in 
genauer Ubereinstimmung mit der von Hertz abgeleiteten Formel. 


+4 
Ist N = i p’ («') dx’ die gesamte Normalkraft, so folgt aus (24): 
=f 
ei Uae 1 1 
a is | oo (26) 


Aus (26) und (25) folgt schlieBlich die bekannte Hertzsche Beziehung 


SEN (mm? —1) ‘ 
vo( +1) 
5 Drang und Zwang, l.c. 8S. 70. 
Ingenieur-Archiv IV, 5. 
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Wenn wir die Giiltigkeit des Coulombschen Reibungsgesetzes voraussetzen, dann 
liegt mit der Normaldruckverteilung auch die Schubverteilung q’ (w’) im Gleit- 
gebiet fest: 


ie 0 Hod (— =| VA? —w? win... fir —A <u’ <b—a (27) 


4 T 
giiltig fiir das treibende Rad; beim getriebenen Rad ist das negative Zeichen zu nehmen. 
Die Schubverteilung g (u) im Haftgebiet setzen wir: 
q(u)=q' (wv) +q(u) far Ww Sa (28) 
mit gq (uw) als zu suchende Funktion. Sie wird durch die Fépplsche Forderung be- 
stimmt, da8 die durch die Schubspannungsverteilung allein verursachte Rand- 


spannung o, im Haftgebiet konstant sein soll. Man erhalt also, in sinngemaBer An- 
wendung von Gl. (3): 


+A pt Pee ae ai 
ie ea Het (J u } as So du’ 4 2 oe | Coad ine fiir u?<a?. (29) 
a ry J: 4 


4 av’ —u x —U 


ey | +a 


Daraus ergibt sich bei Beachtung von Gl. (5) fiir ¢(u) die Integralgleichung: — 


+a 
aes q(w) du = 1 [iy K’ 1 1 , se 2 2 ee 
- | ae = ag: Og arg ne += }# epee fiir vw? < a2. (29a) 


—& 
Aus Gl. (4) ersieht man, daf bei passender Koeffizientenwahl : 
ms Co Cre Cs @ 
Vai— a 
eine Lésung von (29a) darstellt. Durch Einsetzen in (29a) ergibt sich, bei Beachtung 
von (18): ; 


q (x) (30) 


i’ : 
6,0 he (= L re) ( ea ee fira?<a2. (31) 
Durch Koeffizientenvergleich findet man: 
_ oH’ [1 1 
d aS 4 e r a oS 
un , 
Myo’ (1 1 1 
¢ = Me (= 4 ra ae (32 b) 


Da aber auch die Schubspannung nirgends unendlich werden kann, muB fiir x = +a 
der Zahler von (30) verschwinden. Dies fiihrt, analog wie bei der Normaldruck- 
verteilung, auf: | 


Cy = 0, (33a) 
oe 7 fy E’ (1 1 
= — ea? = — A ( a. (33 b) 


Aus (28), (27), (30), (32a), (33a) und (33b) ergibt sich dann die Schubverteilung im 
Haftgebiet des treibenden Rades: 
Mo i’ ] ea Siitinea oe 
q (up, les 7 =| (/A2— uw’? —Var u? ) Caneaes fiir vw? < a?. (34) 
Beim getriebenen Rad ist wieder das negative Zeichen zu nehmen. Da es nur eine 
einzige Lésung gibt, ist Gl. (34) die gesuchte Loésung der Integralgleichung (29a). 


Die Randspannung o, im pe it unter dem Einflu8 der Schubspannungen 
folgt aus (32b) und (33a) zu: 


oe é 4 L)s, | (85) 


ry ro 
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nth das obere Vorzeichen fiir das getriebene, das untere fiir das treibende Rad 
gilt. 

Wir denken uns den gesamten Normaldruck N und die gesamte Tangentialkraft T 
als gegeben. Dann ist 4A durch Gl. (26) bestimmt, worin EZ’ durch die rechte Seite 
von Gl. (25) zu ersetzen ist, um den Ubergang vom ebenen Spannungszustand zum 
ebenen Verzerrungszustand zu vollziehen. Die einzige Unbekannte ist dann a bzw. 
6 = A —a, das noch durch T ausgedriickt werden mu8. Aus (27) und (34) ergibt sich: 


My E’ / 1 1 a , 1 
ee 7 ( " us ey ) (WV4e—a os Filles rae a 
Die Integration liefert: 
wa are al 1 a \2 
if 0 at 
eee nescety 00 
Setzen wir mit Foppl: b/ A= x, (37) 
dann schreibt sich (36): 
ai EH’ A? a (1 1 ‘ 
ihe 2 & - =) (2 — a). (36a) 
Aus (26) und (36a) ergibt sich: 


7 FU ee apo (2, 0), (38) 


wu wird von Féppl als Beiwert der Haftreibung bezeichnet. Aus (38) l4Bt sich « leicht 
ermitteln. Man erhalt den einfachen Ausdruck: 


CW ae (39) | 


Damit sind alle unbekannten GroBen durch bekannte ausgedriickt. 


4. Diskussion der erzielten Ergebnisse. 


Die durch Gl. (27) und (34) festgelegte Schubspannungsverteilung wurde in 
Abb. 3 tiber dem Berihrungsgebiet aufgetragen. Der Ma8stab wurde so gewahlt, 
da eine Darstellung durch Kreise méglich wird. Der jos 
schraffierte Teil zeigt die Schubspannungsverteilung. Heligebiel “1 yep 

Solange keine Tangentialkraft tibertragen wird (u=0), 
fallen die beiden Kreise nach Gl. (39) und (37) zusammen : 
und die Schubspannung verschwindet im ganzen Beriih- 
rungsgebiet; es existiert kein Gleitgebiet. Bei wachsender 
Tangentialkraft (wachsendem m) wird der innere Kreis 
immer kleiner, die GréBe des Gleitgebietes nimmt standig 
zu. SchlieBlich schrumpft fiir ~ = m, der innere Kreis auf 
den Radius Null und das ganze Beriihrungsgebiet beginnt 
zu gleiten. 

Wahrend nach Foppl « fiir alle nicht zu groBen Tangen- 
tialkrafte stets den Wert 0°36 behalt, paBt sich hier « an 
die jeweilige Tangentialkraft an und kann kontinuierlich alle Werte von 0 bis 1 
durchlaufen. 

Aus Gl. (39) ersiecht man sofort, daB «den Wert jy nie tiberschreiten kann, wahrend 
nach Foppl w im Grenzfall um 13°6°/, groBer werden kann als fo. Die Frage nach 
der physikalischen Méglichkeit der Ubertragung gréBerer Schubspannungen, als sie 
dem angenommenen: Reibungsgesetz entsprechen, wird also tiberfliissig. 

Die von Féppl geforderte Stetigkeit der Normal- und Schubspannungen ist auch 
bei den hier abgeleiteten Gleichungen erfiillt. Wie man sich leicht tiberzeugen kann, 


24% 


Abb. 3. Schubspannungsver- 
teilung im Bertihrungsgebiet. 
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ist auch die Randspannung iiberall stetig und verschwindet im Unendlichen. Féppl 
fordert ferner, daf& o, zu Beginn und am Ende des Gleitgebietes entgegengesetzat 
gleiche Werte annehmen soll. 
Wendet man Gl. (29) fiir das Gleitgebiet an, so erhalt man bei Beachtung von (30) 
(32a), (33a), (33b) und (5): 
ve AE (hs Loe Vee) wo 
wobei das obere Zeichen fiir das getriebene, das untere fiir das treibende Rad gilt. - 


Fir «=a (Beginn des Gleitgebietes) erhalt man daraus gemaB Gl. (35) oo, fiir 
« = — A —b (Ende des Gleitgebietes) ergibt sich: 


a= FE (t+ 1)y6 (2V4—Y2). (41) 


Die Fopplsche Forderung trifft hier nur ftir die speziellen 
Werte b=0 und 6=A zu. Fir ihre allgemeine Giiltigkeit 
besteht auch keine physikalische Notwendigkeit. 


5. Der Schlupf. 


Zur Berechnung des Schlupfes gehen wir von Abb. 4 aus. 
y Das obere (treibende) Rad besitze die Winkelgeschwindigkeit 
@,, das untere (getriebene) die Winkelgeschwindigkeit w,. C, 
sei ein Punkt des Haftgebietes des treibenden Rades, der sich 
in der gezeichneten Stellung mit dem Punkt C, des getriebenen 
Rades deckt. Wegen des Haftens miissen die Geschwindigkeiten 
w, und w, der beiden Punkte gleich sein. Ohne Deformation 
wiirde der Punkt C, in B,, der Punkt C, in B, liegen. Die zu- 
gehorigen elastischen Verschiebungen seien &, und &, (&, ist in 
Wirklichkeit negativ). M@,A, und M, A, seien feste Richtun- 
gen, die die Bewegung der Rader nicht mit machen. Die Punkte 
Abb. 4. Zur Ableitung A, und A, seien praktisch spannungsfrei. s, und s, bedeuten 
des Schlupfes. die zeitlich veranderlichen Kreisbégen A, B, und A, B,. 


Ks gilt dann: w, = < (s, + €,) und w, = = (sp + €,). Wegen der Gleichheit beider 


Geschwindigkeiten und wegen te My Wa ee == eWay, Sits 
dé, 
a Res es a (42) 
- dé, dé, dé, oa dé, dé, dé, 
Nun ist aber i a ee und ebenso 7? = a, 22: Ersetzt man ae und iis; 
durch die Dehnungen ¢, und ¢,, so ergibt sich 
1 @, (1 + &) = 72, (1 — é). (42a) 


Wir brauchen nur jene Dehnungen zu beriicksichtigen, die von den Schubspannungen 
herrihren, denn der von den Normalspannungen stammende hydrostatische 
Spannungszustand andert bei gleichen elastischen Konstanten an den Haftverhalt- 


nissen nichts. Wir setzen also: «, = — 2 und ¢,= + 2 und erhalten aus (42a) 
in erster Ordnung: 


T,O o 
ee ee (42 b) 
Der Schlupf S, bezogen auf eine Umdrehung des treibenden Rades ist: 
20 


S = (71, — 72 @.) reayt? (43) 
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Aus (42b) ergibt sich dann bis auf Glieder héherer Ordnung: § = 427, 2 Geht 
man zum ebenen Verzerrungszustand iiber, so erhalt man gemaf Gl. (25): 


1 
S=4ar, (1 ne a (43a) 
Féppl kommt auf Grund einer nicht korrekten Ableitung auf den doppelten Wert 
[vgl. [F] Gl. (68)]. 
Aus (43a) folgt, bei Verwendung von (35), (25), (37) und (39): 


8 = 2a pA ry(= 4+ zie a * ) (44) 


Bei Rad und Schiene setzen wir 7, = 7, 7, = co und erhalten: 


S=22 5A eee (44a) 


Ks soll nun der Vergleich zwischen den berechneten und gemessenen Schlupfwerten 
durchgefiihrt werden. Dazu verwenden wir die schon von Féppl benutzten Versuche 
von G. Sachs®. Die Versuche wurden mit Reibradern von gleichem Halbmesser 
ry =7r,—= 15cm durchgefihrt. Es kom- 
men nur jene Messungen in Frage, bei 
denen die Werkstoffe der beiden Rader 
ubereinstimmen. Es liegen Messungen 
mit einem Raderpaar aus FluBeisen 
sowie mit einem Raderpaar aus Wei}- 
buche vor. Sachs faBt seine Ergebnisse 
in Schaubildern zusammen, worin er auf 
der Abszissenachse den Schlupf S, auf 
der Ordinatenachse den Beiwert der 
Haftreibung « = T/N auftragt. Fiir 
r, = 1, folgt aus (44): 


eS 0 
Si tii —~ 


SN, Abb. 5. Schlupf bei Raderpaar aus FluBeisen. 
S=42 by A (1 al 1 = ry ). (44 b) I... experimentelle Kurve von Sachs, 
0 


Il... theoretische Kurve, e 

Nach (44b) miiBte der Schlupf in Ab- fy: theoretische Kurve nach affiner Streckung, 
hangigkeit von uw einen parabolischen 

Verlauf zeigen. Der Scheitel der Parabel liegt im Punkt S = 42) A, “ = Mo, die Achse 
der Parabel ist parallel zur Ordinate. Da u <my sein muB, findet fiir uw = po der 
Ubergang zum reinen Gleiten statt. Hier kann S unbegrenzt wachsen, wahrend 
ft = fg bleibt. Nach Féppl wachst hingegen S linear mit m an, bis « den Wert uv) um 
13°6% tibersteigt. Dann springt w auf wv, zuriick und es beginnt der reine Gleitschlupf. 

Bei den Versuchen mit einem Raderpaar aus FluBeisen mit der axialen Breite 
von 0°25cm verwendet Sachs einen Normaldruck von 6°57kg. Es ist daher 
N = 6°67/0°25 = 26°7 kg/cm. 

In Abb. 5 ist Kurve I die von Sachs experimentell ermittelte Schlupfkurve 
(Abb. 26 bei Sachs). Kurve II entspricht der Gl. (44b), wobei H = 2°1- 10° kg/cm?, 
m = 10/3 und pw, = 0°5 angenommen wurde, wahrend A nach Gl. (26a) berechnet 
wurde. Kurve III ist der Schlupf nach Foppls Theorie. Die berechneten Werte 
sind sowohl nach Gl. (44b) als auch nach Féppl bedeutend kleiner als die gemessenen. 
Die Anfangsneigung der Fopplschen Geraden stimmt nur dann mit der der MefSkurve 

6 G. Sachs: Versuche tiber die Reibung fester Korper. Z. angew. Math. Mechan. 4, 1—32 
(1924). 
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iiberein, wenn man, wie es Foppl irrtiimlich tut, mit dem doppelten Wert von 
Gl. (43a) rechnet. GI. (43a) ist jedoch fiir die Fopplsche Theorie genau so zustandig 
wie fiir die hier dargelegte. Sachs macht aber zu seinen Versuchen die Bemerkung, 
daB er anfangs, solange die Rader nicht eingelaufen waren, sehr groBe Schlupfe 
beobachtete, die sich in unregelmaiger Weise standig verkleinerten. Erst nach 
langerem Einlaufen konnten reproduzierbare Werte gemessen werden. Die absoluten 
Betrage des Schlupfes hangen offenbar stark von der Oberflachenbeschaffenheit der 
beiden Rader ab. Es ist also verstandlich, daB sich die kleinen, von der Theorie ge- 
forderten Werte praktisch nicht verwirklichen lassen, da sie eine ideale Oberflache 
voraussetzen. Um zu untersuchen, ob wenigstens der von der Theorie geforderte 
Charakter der Kurve richtig wiedergegeben wird, wurde die Parabel II langs der 
Abszisse affin gestreckt, bis sie im Ursprung dieselbe Neigung aufweist wie die Versuchs- 
kurve. Auf diese Weise erhalt man die 
Parabel IV. Wie man sieht, fallt sie bis 
etwa u = 0°35 sehr gut mit der ex- 
perimentellen Kurve zusammen, erst 
dann beginnt sie sich abzuldsen. 
Ganz ahnliche Verhaltnisse ergeben 
sich bei dem von Sachs untersuchten 
Raderpaar aus WeiBbuche (Abb. 32 der 
Sachsschen Arbeit). Der Elastizitats- 
modul wurde von Sachs mit 160000 


i] 
0 20 2 : : 

Pye kg/cm? bestimmt. Die Abmessungen und 
Abb. 6. Schlupf bei Raiderpaar aus Wei8buche. der Normaldruck waren genau so groB 
1... experimentelle Kure vou Sachs, wie beim Raderpaar aus FluBeisen. 
BA 2 CS re ao EOE ‘ Kurve I in Abb. 6 gibt die von Sachs 

Ill ... theoretische Kurve von Foppl, 3 
IV... theoretische Kurve nach affiner Streckung. gemessenen Werte wieder. II und III 


sind wieder die nach Gl. (44b) und nach 
Foppl berechneten Kurven. Auch hier sind die gemessenen ‘Schlupfe wesentlich 
gréBer als die berechneten. Der parabolische Charakter ist, wie man aus Kurve IV 
sieht, fiir nicht zu groBe Werte von uw gut gewahrt. 

In beiden Fallen scheint somit die Parabel eine bessere Anpassung an die Be- 
obachtung zu ergeben als die Gerade. Von einer Ubertragung gréGerer Tangential- 
krafte vor dem Einsetzen des vollstandigen Gleitens und von einem ploétzlichen Ab- 
sinken der Tangentialkraft bei Eintritt des Gleitens ist bei den Sachsschen Kurven 
nichts zu merken. Die Tangentialkraft wachst sogar mit zunehmender Gleitgeschwindig- 
keit noch an. Das steht in Ubereinstimmung mit Versuchen von Ch. Jakob’, die 
zeigen, daB die Gleitreibung bei kleinen Gleitgeschwindigkeiten mit der Relativ- 
bewegung anwachst. Doch ist auch ein Anwachsen der Haftreibung iiber den Wert 
der Gleitreibung méglich, wenn die sich beriihrenden Teile verunreinigt sind und 
starkere UngleichmaBigkeiten aufweisen. Da bei den Sachsschen Versuchen die 
Oberflachen gereinigt wurden, ist davon nichts zu merken. Alle diese Effekte kommen 
aber nur durch die Oberflachenbeschaffenheit der sich beriihrenden Teile zustande 
und kénnen wohl nicht elastizitatstheoretisch begriindet werden. — 

Es ist bemerkenswert, daB sowohl beim Raderpaar aus FluBeisen als auch bei 
dem aus WeiSbuche die Abweichungen vom parabolischen Verlauf dann beginnen, 
wenn mw etwa 70%, von fg betragt. Bis dorthin scheint also die von der Theorie ge- 
forderte Trennung der Beriihrungszone in ein Haft- und ein Gleitgebiet vorhanden 
zu sein. Warum bei Steigerung der Tangentialkraft tiber 70°, des Maximalwertes 
eine rasche Zunahme des Schlupfes eintritt, die auf ein Gleiten im ganzen Berithrungs- 

* Ch. Jakob: Ann. Physik 88, 126. 
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gebiet schlieBen 1i8t, wird von der kiinftigen Forschung geklart werden miissen. 
Ebenso die Frage nach den eigentlichen Ursachen der groBen Absolutbetrage des 
Schlupfes und ihr Zusammenhang mit dem Einlaufvorgang. Jedenfalls wird das 
der Theorie zugrunde gelegte Coulombsche Reibungsgesetz den tats&chlichen Vor- 
gangen nur in grober Approximation gerecht. 


6. Die Arbeit der rollenden Reibung. 
Es soll schlieBlich noch die bei der rollenden Reibung pro Sekunde in Warme 
umgesetzte Arbeit berechnet werden. Aus Abb. 4 entnehmen wir: 


d d d ( dé 
iy bes ag (81 + &) =17, 0, (1 a a) a eae dt (82 + $2) = ao! T as) 


Im Haftgebiet muB w,=w, sein, im Gleitgebiet besteht jedoch die Relativ- 
geschwindigkeit : d d 
emmm mano B)—n(l + $e) 


Da es nur auf die von der Schubspannung herriihrenden Dehnungen ankommt, 


gilt as eats *t und ES ea %  Daraus ergibt sich bei Beachtung von (42b) in 
ds, EH ds. #H 
erster Naherung: yf pe eee (pean), (45) 


Im Haftgebiet ist o, = oy, dort ist also dw = 0, wie es sein muB. Warme kann also 
nur im Gleitgebiet produziert werden. Die sekundlich pro axialer Langeneinheit 
entwickelte Warme ist der Reibungsarbeit ZL, aquivalent: 
: b—a 
l= \9 (u’) Aw du’. (46) 
=| 


Setzt man in (46) die Werte fiir q’ (u’) gemaB Gl. (27) und fiir Aw gemaB GI. (45), 
(35) und (40) ein, so erhalt man: 


b—a - 
_ by? HB Ske cig MEN (ge ab) es ea 
1, =F 9 00,(2 + ral \ Vite 6)? — a] (A? —w?] du’. (46a) 
aS 
Nach Ausfiihren der Quadratur ergibt sich: 
Ly =F Me B ryoy( + ge) 0(A2— a), (46) 
1 2 


Bei Verwendung von (37) und (38) folgt daraus: 
, ] 1 \2 iy | 
pe eee eae ear 09 


Zum selben Ergebnis miissen wir kommen, wenn wir die Verlustleistung summarisch 
aus Schlupf und Tangentialkraft ausrechnen. Ein Punkt des Umfanges des treibenden 


Rades legt pro Sekunde einen um 5 S S groBeren Weg zuriick als ein Punkt des 
Umfanges des getriebenen Rades. Es mu8 also gelten: 
L, =—-ST. (47) 
27 


Setzt man hierin die Werte gema8 Gl. (44) und (36a) ein, so erhalt man bei Be- 
achtung von (39) wieder den Wert (46c). Dies kann als eine Probe auf die innere 
Widerspruchslosigkeit der Theorie gelten. 

Versucht man hingegen, in die Gl. (45) und (46) die Werte nach der Fépplschen 
Theorie einzusetzen, so wird keine Ubereinstimmung mit Gl. (47) erzielt; doch soll 


darauf nicht naher eingegangen werden. 
Sas (Dingegangen am 1. Juni 1948.) 
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Eine Modelltheorie fiir Regelkreise*. 
Von H. Hoehrainer, Wien. 
Mit 14 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Nach Klarung der in der modernen Regeltechnik tiblichen Begriffe werden 
verschiedene Reglertypen vergleichend betrachtet. Auf Grund gemeinsamer Eigenschaften wird der 
Versuch gemacht, ein allgemein verwendbares Modell zu entwickeln, mit dem das dynamische Ver- 
halten und die Stabilitat beliebiger Regelanlagen nachgebildet und studiert werden kann. Das ge- 
wahlte Modell besteht aus einem riickgekoppelten Réhrenverstirker, an dem Schwingungsfahigkeit 
und auch aperiodische Grenzfalle betrachtet werden. SchlieSlich ist ein graphisches Verfahren ge- 
zeigt, mit dem auBer dem Selbsterregungskriterium auch die Bedingungen fiir die Aperiodizitat 
gefunden und anschaulich da getan werden kann, eine Erkenninis, die als Ergebnis modell- 
theoretischer Betrachtungen anzusehen ist. Auch auf die Méglichkeit, das Modell fiir astatische 
Regelfalle zu erweitern, wird eingegangen. 

Summary. After having cleared the concepts usual in modern control technique the author 
compares different types of regulators. Starting from their common p:operties he tries to develop 
a model of general use by which the dynamical behaviour and stability of any regulating device may 
be reproduced and studied. The model in question consists of a back-coupled valve amplifier for 
which both the oscillating ability and aperiodic limiting cases are considered. Finally a graphical 
method is shown by which it is possible to find and to demonstrate not only the criterion of self- 
excitement but also conditions of aperiodic behaviour. This follows from considerations concerning 
dimensional analysis. The possibility of extending the model to cases of astatic control is also 
discussed. 


Résumé. Aprés avoir défini les notions usuelles de la technique moderne du réglage, l’auteur 
passe en revue les divers types de régulateurs. Se basant sur certaines propriétés communes, il essaie 
de développer une maquette d’emploi général, avec laquelle on peut représenter et étudier les 
conditions dynamiques et la stabilité d’une installation queleonque de régiage. Le modéle choisi 
comporte un ampliticateur 4 lampes avec couplage en réaction, qui permet d’observer les possibilités 
de mise en oscillation ainsi que certains cas limites apériodiques. Grace 4 un procédé graphique on 
peut, en plus du eritére d’auto-excitation, trouver, et mettre en évidence, les conditions d’apériodicité. 
Cela résulte des considérations sur la théorie des maquettes. L’auteur discute aussi la possibilité 
adapter la maquette aux cas des réglages astatiques. 

Wenn man in der Technik von Modellen spricht, so denkt man unwillkiirlich 
an eine mafstablich verkleinerte Nachbildung des Originals. Dariiber hinaus miissen 
jedoch auch jene Anordnungen als Modelle bezeichnet werden, die nicht so sehr in 
der auBeren Form, sondern hauptsachlich in ihrem Verhalten und in ihrer Funktion 
dem Original gleichen oder zumindest stark ahnlich sind. Es gibt Falle, wo ver- 
kleinerte Nachbildungen der auBeren Erscheinungsform der Originalapparatur aus 
physikalischen Griinden ein véllig anderes Verhalten oder eine véllig andere Funktion 
aufweisen. Man unterscheidet deshalb Anschauungsmodelle und Funktionsmodelle. 
Die beiden Modellarten dienen verschiedenen Zwecken. Das Anschauungsmodell 
dient dem Studium der auferen Form und Anordnung von Apparateteilen, wahrend 
das Funktionsmodell dem Studium der Funktion dienen soll. 

Um ein Anschauungsmodell herzustellen, bedarf es meist keiner tiefschiirfenden 
Theorie. Man hat einfach aus einem geeigneten Werkstoff eine maBstablich richtige 
Verkleinerung des Originals herzustellen. Schwierigkeiten treten nur dann auf, 
wenn der geeignete Werkstoff nicht zur Verfiigung steht oder das vorhandene Material 
eine mafstablich richtige Verkleinerung nicht zulaBt. Aber auch dann kann man 
noch nicht von einer Modelltheorie sprechen. Theoretische Uberlegungen sind meist 
erst nétig, wenn man ein Funktionsmodell entwickeln soll, an dem das Verhalten 
des Originals in einem Modellversuch studiert werden kann. Diese geistige Arbeit 
ist schon bei der Herstellung von rein mechanischen Funktionsmodellen oft recht 
erheblich. Es steigert sich der Aufwand jedoch besonders, wenn es sich um elektro- 


* Herrn Prof. Dr. E. Melan zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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technische oder gar um allgemein physikalische Funktionsmodelle handelt. Es ist 
in diesen Fallen fast immer unvermeidlich, erst eine eigene Modelltheorie aufzustellen, 
ehe man an die Anfertigung des Modelles selbst gehen kann. 

DaB derartige Anstrengungen sich lohnen, beweist die Entwicklung der Flugzeug- 
konstruktionen, die ohne Modelltheorien und Modellversuche tiberhaupt nicht mehr 
denkbar ware. Auch der Schiffbau und der ibrige Fahrzeugbau gewannen wertvollste 
Fortschritte durch Versuche mit Funktionsmodellen. Es ist auch verstandlich, warum 
gerade diese Gebiete der Technik auf die Modellversuche so stark angewiesen sind. 
Versuche mit Objekten in OriginalgréBe sind zu kostspielig und oft infolge der Ge- 
fahrdung des Bedienungspersonals bei Versuchsfahrten einfach unmoglich. 

Weniger hat die Elektrotechnik Modelltheorien verwendet, da hier die Objekte 
meist in Originalform ohne allzu hohen Kostenaufwand studiert werden kénnen. 
In der letzten Zeit hat sich jedoch die Elektrotechnik ein Gebiet erobert, das schon 
langst in aller Stille gréBte Bedeutung fiir industrielle und wirtschaftliche Produktion 
gewonnen hat: Die automatische Regelung der Kraftmaschinen hinsichtlich Leistungs- 
abgabe und Drehzahl. Auf diesem Gebiete gibt es ein Gewirr, ja ein Gestriipp von 
Schwierigkeiten, die alle gipfeln in der Frage nach der Stabilitat. Es ist hier fast 
aussichtslos, das Verhalten eines automatisch geregelten Systems einfach voraus 
zu berechnen, geschweige denn Mittel und Wege rein theoretisch zu finden, um einen 
stabilen Betrieb in der Praxis zu gewahrleisten. Hier ist man immer wieder — selbst 
in einfachsten Fallen — auf das Experiment angewiesen. 

Solange sich die Regelautomatik darin erschépfte, mit dem Fliehkraftpendel die 
Kraftmittelzufuhr der Antriebsmaschine in Abhangigkeit von der Drehzahl rein 
statisch selbsttatig zu regulieren, das heiBt zu regeln, konnte man die optimale Ein- 
stellung jener mechanischen Abhangigkeiten, die das Schwingen des Reglers ver- 
meiden sollten, experimentell am Original leicht finden. Will man jedoch ganze 
Kraftwerkskomplexe mit komplizierten Réhrengeraten automatisch und aus der 
Ferne regeln, kann am Original aus betriebstechnischen Griinden nichts herumprobiert 
werden. Ein Modellversuch ist unerlaBlich, besonders wenn es sich um astatische 
Regelungen handelt, bei denen sich die Stabilisierung auBerst schwierig gestaltet. 
Um nun hier iiberhaupt Modellversuche machen zu koénnen, geniigt es nicht, die 
Originalanlagen maBstaiblich verkleinert nachzubauen, sondern es mu vielmehr 
erst eine genaue Modelltheorie entwickelt werden. 

Da die Probleme der Regeltechnik, insbesondere die Stabilisierung von automatisch 
regulierten Systemen auch auf anderen Gebieten der Technik Bedeutung gewinnt, 
erscheint es nétig, einmal eine allgemeine Theorie fiir regeltechnische Modellversuche 
aufzustellen, wobei es besonders zweckmaBig sein diirfte, fiir alle Untersuchungen 
den Regelkreis, das heiBt die geschlossene Kette aller an der Regelung betatigter 
Elemente, durch einen riickgekoppelten oder, um den amerikanischen Ausdruck zu 
gebrauchen, riickgespeisten Réhrenverstarker als Funktionsmodell zu ersetzen. 

Vielleicht ist es erwiinscht, zuerst tiber die wichtigsten Grundelemente und Grund- 
begriffe sowie tiber die Bezeichnungen der Regeltechnik ein paar Worte zu horen, 
bevor auf die Modelltheorie eingegangen wird. 

Abb. 1 zeigt in schematischer Darstellung das Zusammenwirken aller an einer 
automatischen Regelung grundsatzlich beteiligten Elemente sowie deren Bezeichnung. 

Die zu regelnde Grofe heiBt RegelgréBe. Sie flieBt im allgemeinen von einem 
Produzenten (P) zu einem oder mehreren Konsumenten (K). Die Strecke zwischen 
jener Stelle, an der eine Einflu8nahme auf die RegelgroBe direkt oder indirekt méglich 
ist (1), und jener Stelle, an der die Messung der RegelgréBe erfolgt (2), nennt man 
Regelstrecke, wohingegen die Apparatur, die eine Veranderung der Kraftmittel- 
zufuhr bzw. der RegelgréBe bewirkt, das Stellglied (St) heiBt. 
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Um eine automatische Verstellung des Stellgliedes zu erreichen, mu8 zunachst 
die RegelgroBe gemessen werden, was an der MeBstelle geschieht. Der MeBwert wird 
dann entweder direkt oder nach entsprechender Umformung (MU) mit einem Soll: 
wert — vom Sollwertgeber (SG) aus willkiirlich einstellbar — verglichen (A). Ist 
eine Abweichung zwischen MeSwert (Istwert) und Sollwert vorhanden, so wird ent- 
weder direkt oder iiber entsprechende Kraftverstarker (V) durch eine abweichungs- 
proportionale GroBe,(Gleichstrom) das Stellglied nachgestellt, so daB die Abweichung 
sich verringert. Es kann dabei diese Abweichung restlos beseitigt werden, oder aber 
es bleibt ein gewisser Fehler bestehen. Man spricht dann von einer astatischen 
Regelung im ersten Fall und von einer 
statischen Regelung im letzten Fall.. Es 
ist damit eine wichtige Einteilung der 
automatischen Regelungsarten getroffen. 


Abb. I. Der Regelkreis. Abb. 2. Fliehkraft-Pendelregler. 


Bevor nun weiter auf die Theorie des Regelkreises eingegangen wird, sollen zunachst 
einige Beispiele aus verschiedenen Gebieten der Technik aufgezahlt werden, an denen 
die einzelnen Elemente des Regelkreises deutlich erkennbar sind. . 

Als erstes sei hier der klassische Regler der Kraftmaschine erwahnt, der Flieh- 
kraft-Pendelregler nach Watt. Wir unterscheiden hier (Abb. 2) MeBstelle (JZ), 
MeBwertumformer = Pendel (2) (Drehzahl in proportionale Kraft umgewandelt), 
Sollwertgeber = Feder (3). Sollwert = Gegenspannung der Feder. Das Stellglied 
ist das entsprechende Gestange zur Bewegung der Drosselklappen bzw. ganz allgemein 
des Kraftmittelzufuhr-Drosselorganes (4). Aber noch fehlt ein wichtiges Glied in 
diesem Regelkreis, das fast immer benétigt wird: Der Kraftverstarker oder das Kraft- 
schaltglied in Gestalt eines hydraulischen Verstarkers, der die geringfiigige Energie, 
die in der Verstellung der Reglermuffe bei Anderungen der Drehzahl, das heiBt bei 
Abweichungen vom Sollwert, aufgebracht wird, so weit verstairkt, daB das eigentliche 
Stellglied betatigt werden kann. 

Der Fliehkraftregler ist im allgemeinen ein statischer Regler, das hei&t, es bleibt 
eine gewisse Abweichung bestehen. Sie wird sozusagen gebraucht, um die neue 
Stellung des Drosselorganes, das hei8t der Regelstrecke zu erhalten. Aber durch 
geeignete Ausbildung des Stellgliedes im Verein mit dem Kraftverstarker gelingt es, 
die Empfindlichkeit des Reglers so zu steigern, da8 die Regelabweichungen sehr gering 
bleiben. Auf die dabei auftretenden Schwierigkeiten in der Beherrschung der Stabilitat 
soll erst spater eingegangen werden. 

Als zweites Beispiel fiir einen statischen Regler sei der Schwundausgleich 
in Radioempfangern angefiihrt. Hier ist (Abb. 3) die MefSstelle der Ausgang des 
zweiten Zwischenfrequenz-Bandfilters (1), der MeBwertumformer (2) ist die Dioden- 
gleichrichtung. Das Stellglied ist hier kein mechanisch greifbarer Bestandteil, sondern 
einfach das Steuergitter des ersten H: F.-Verstarkerrohres, dessen Verstarkungsgrad 


a PrYTve = 3" 


Eine Modelltheorie fir Regelkreise. 379 


durch die negative Vorspannung beeinflu8t werden kann, die aus der Differenz zwischen 
der gleichgerichteten Zwischenfrequenz-Tragerspannung und einer festen Sollwert- 
gleichspannung (3) gewonnen wurde. Der Verstarker ist hier auch wieder vorhanden. 
Er liegt nur diesmal nicht zwischen Sollwertvergleich und Stellglied, sondern ist 
dem MeSwertumformer an der MeBstelle direkt vorgeschaltet in Gestalt des gesamten 
Verstarkerkomplexes vom Eingangsmischrohr bis zum Z. F.-Bandfilterausgang. 

Auch hier ist die Regelung statisch und wird in der Empfindlichkeit von der 
GréBe der Verstarkung abhiangen. 

Ein anderes Beispiel ist etwa durch eine Temperaturre gelung (Abb. 4) gegeben. 
Hier ist verlangt, da eine bestimmte Temperatur erhalten bleiben soll. Als MeSwert- 
umformer dient beispielsweise ein elektrisches Widerstandsthermometer (J), das in 
einer Briickenschaltung mit einem Sollwertgeber in Gestalt eines Abgleichpotentio- 


Abb. 4. Temperaturregelung. Abb. 5. Ubergangsfunktion. 


meters (2) zusammengeschaltet ist. Die Abweichung der Temperatur in der Umgebung 


des Widerstandsthermometers J von einem gewahlten Sollwert auBert sich als negative 


oder positive Gleichspannung an den Enden des Widerstandes 2. Uber Gleichrichter 5 


und 6 werden Schaltrelais H und 7 je nach dem Vorzeichen der Abweichung zum 


Ansprechen gebracht. Sie bilden zusammen mit einem kleinen Stellmotor (4) zur 
kontinuierlichen Verstellung eines Regulierwiderstandes 7 im Stromkreis des Heiz- 
fadens 3 den Kraftverstarker. Die Verstellung der Kraftmittelzufuhr erfolgt also 
beim Stellglied 7. Die Regelung ist astatisch, das heift der Motor lauft so lange, 
bis die Abweichung der Temperatur beseitigt ist. 

Es sind hier drei Beispiele ganz verschiedener Art aus dem weiten Anwendungs- 
gebiet der automatischen Regelung herausgegriffen und trotzdem lassen sich die 
einzelnen charakteristischen Elemente des sogenannten Regelkreises deutlich 
unterscheiden. Man-sieht also, daB der Versuch, zur Behandlung und zum Studium 
der einzelnen Falle eine gemeinsame Modelltheorie zu entwickeln, aussichtsreich sein 
diirfte. Es ist nur ndtig, auch fiir das dynamische Verhalten eine gemeinsame Linie 
zu finden. 

So einfach namlich, rein statisch betrachtet, der Vorgang der automatischen 
Regelung erscheint, so iiberhiuft mit Problemen ist das dynamische Spiel der Regel- 
anordnung. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, daB die einzelnen Elemente des 
Regelkreises fast nie mechanisch starr miteinander verbunden sind, sondern stets 
Systeme darstellen, die erst in. Energieaustausch treten miissen, um die schlieBlich 
gewiinschte Wirkung auf das Stellglied am Anfang der Regelstrecke auszuiiben. 
Der Energieaustausch bedingt Zeitverlust und so kann es passieren, daB ein Stob 
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am Kingang des Verstarkers, wie in Abb. 5 gezeigt, nach Durchlaufen der Regelstrecke 
und der weiteren Elemente des Regelkreises erst nach einiger Zeit und in veranderter 
Form an den Eingang des Verstarkers zuriickkehrt, wie dies in dem tiber der Zeit 
in Abb. 5 aufgetragenen Verlauf der Gré8e « zum Ausdruck kommt. Man bezeichnet 
dabei die von der Wendetangente im Wendepunkt P auf der Zeitachse abgeschnittene 
Zeit die ,,Laufzeit’ 7,,. Der Abschnitt auf der dem Endwert von x entsprechenden 
Abszissenparallelen)hei8t ,Ubergangszeit Ty und die Projektion des Tangenten- 
abschnittes zwischen der Zeitachse und der Endwertslinie, also die Differenz 
zwischen J’ und 7’, ist definiert als ,,Zeitkonstante“ des Regelkreises. 

Fiir das dynamische Verhalten der Regelanlage ist es nun von ganz wesentlicher 
Bedeutung, da® die Riickmeldung der Ausregelbewegung am Stellglied erst nach 
der Ubergangszeit 7 am Verstarkereingang wieder eintrifft. Dies hat namlich, wie 
leicht einzusehen ist, zur Folge, daB zwangs- 
laufig die Verstellung des Stellgliedes viel zu 
weit geht und durch dieses ,,Uberregeln“ ein 
neuer Fehler erzeugt wird, der nach Ablauf der 
Ubergangszeit wieder ein Riickregeln verursacht. 
Auch dann gelangt das Stellglied erst zu spat 
' gum Stillstand und muB erneut wieder die um- 
gekehrte Bewegung beginnen. Dies kann leicht 
dazu fiihren, da8 das ganze System des Regel- 
kreises eine ungedampfte, ja sogar in besonders 
ungiinstigen Fallen eine aufschaukelnde Schwin- 
gung ausfihrt, die leicht mit der Zerstérung 
des einen oder anderen Elementes ein Ende 
finden kénnte. 

Die ganze Arbeit des Regeltechnikers zielt 

Abb. 6. Ausregelung einer Stérung. un darauf ab, diese Schwingungen durch Hilfs- 

einrichtungen mdglichst aperiodisch, das heibt 
tiberhaupt schwingungsfrei abzudampfen. Dies ist nicht immer ganz einfach und 
manches Regelproblem ist aus diesem Grunde bis heute noch ungelést. Je gréBer und 
je vielgestaltiger der Regelkreis wird, um so undurchsichtiger werden die Stabilitats- 
verhaltnisse. Gerade deshalb greift man in jiingster Zeit zu einem Funktionsmodell, 
das oft nur darin bestehen kann,-daB man versucht, ein elektrisches Ersatzschema 
zu finden. Die Stabilisierungsméglichkeiten lassen sich da meist sehr schnell nach den 
bekannten Gesetzen der Verstarker- und Vierpoltheorie finden und nach Anwen- 
dung entsprechender Transformationen in den konkreten Fall héchst erfolgreich 
einbauen. ; 

Man erkennt dabei bald — fast méchte man sagen: rein anschauungsmaBig, daB 
das Wesen jeglicher Stabilisierung darin bestehen mu8, durch Einfihren einer voriiber- 
gehenden ZusatzgréBe die Riickmeldung der Korrekturbewegung so zu beschleunigen, 
da8 das Stellglied gerade dann stillgesetzt wird, wenn die endgiiltige Ausregelstellung 
erreicht ist, die der Beseitigung oder der bestméglichen Verminderung des Fehlers 
entspricht. Dies ist am besten ersichtlich, wenn man sich die Ausregelung eines 
plotzlich auftretenden Fehlers an Hand seines zeitlichen Ablaufes vorzustellen ver- 
sucht. Abb. 6 zeigt dies deutlich. F sei der plétzlich auftretende Fehlwert. Er mége 
tragheitslos angezeigt werden. Nun tritt, angeregt durch den Abweichungswert, 
das Stellglied sogleich in Funktion und verstellt den Anfangspunkt der Regelstrecke 
so, daB bei verzégerungsfreier Ritckmeldung der MeBwert den Verlauf vy) nehmen 
wurde. Das Stellglied mii&te nun zur Zeit t) bereits stillgesetzt werden, wenn dort 
der Endwert Ax der Ausregelung erreicht ist. 4x ist bei astatischer Regelung praktisch 
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Null. Nun erfolgt aber die Riickmeldung der Riickstellbewegung erst nach der 
Funktion py, so daB erst nach der Zeit ¢, die Abweichung tatsichlich verschwindet. 
Po ist jedoch unterdessen nach F’ gelaufen und sucht nun diesen Fehler wieder durch 
eine entgegengesetzte Bewegung auszugleichen. 

Die Stabilisierung mu8 nun eine GréBe y enthalten, die von der Bewegung des 
Stellgliedes direkt abgeleitet wird und so rasch anwichst, daB sie nach der Zeit t, den 
Wert f erreicht, der gleich ist der Differenz zwischen dem Endwert Ax von Yo und 
dem bei ¢, bestehenden Me8wert der Funktion yy. Die zweite Forderung besteht 
darin, daB nach Stillstand des Stellgliedes bei ¢, die StabilisierungsgréBe vollkommen 
kongruent mit gz, der MeBwertfunktion abklingt, gleichgiiltig, wie diese verlauft. 
Sie muf sozusagen das Nachhinken der Korrekturmeldung exakt kompensieren. 
Verlauft also die MeSfunktion yz nach einer gedampften Schwingung, so mu8 auch 
die StabilisierungssgréBe die Eigenschaft be- 
sitzen, nach einer gedimpften Schwingung 
abzuklingen. 

Die StabilisierungsgréBe ist also in jedem 
Falle von der Bewegung des Stellgliedes 
abzuleiten und mu8 irgendwie eine Nachbildung 
des gesamten Regelkreises enthalten, um ge- 
meinsam mit der MeSwertfunktion nach dem 
Stillstand des Stellgliedes abzuklingen. Ihre 
Kinfiihrung in den Regelkreis hat immer dort 
zu erfolgen, wo der MeBwert mit dem Sollwert 
verglichen als Abweichung in Erscheinung tritt. Abb. 7. Statisches Regelkreismodell. 
Da diese EinfluBnahme entgegen der FluB- 
richtung des Regelimpulses stattfindet, spricht man allgemein von Riickfiihrung oder 
Riickspeisung. 

Baut man nach dieser Regel im ersten Beispiel in Abb. 2 eine Riickspeisung zur 
Stabilisierung ein, so muB sie von der Bewegung des Stellgliedes, namlich des Kolbens 5, 
abgeleitet sein und auf den MeBwert, namlich die Stellung des Pendelhebels 6, riick- 
stellend bzw. riickdrangend wirken — etwa in Form eines élgedampften StoBkolbens, 
so daS die Drehzahlkorrektur und das Nachgehen des StoSkolbens so gleichmaBig 
erfolgt, daB der Punkt 6 des Pendelhebels in absoluter Ruhe bleibt. 

Im Falle der Schwundregelung ist die Ubergangszeit kurz und meist eine 
Stabilisierung nicht nédtig, da keine Unstabilitat besteht. Woraus dies abgeleitet 
werden kann, ist aus den spateren Betrachtungen am Modell zu ersehen. 

Bei der astatischen Temperaturregelung ist das Stellglied der Regulierwiderstand 7, 
von ihm muB8 iiber eine groBe Verzégerungskette ein Stromflu8 abgeleitet werden, 
der etwa tiber je eine zweite gegengeschaltete Relaiswicklung ein rechtzeitiges Abfallen 
des Relais bewirkt und somit den Motor dann stillsetzt, wenn bereits der der gewiinschten 
Endtemperatur entsprechende Stromwert mit dem Regulierwiderstand eingestellt ist. 

DaB all diese Uberlegungen auch fiir nicht stoBartig einsetzende Stérungen richtig 
sind, ist leicht einzusehen, wenn man bedenkt, daB jede beliebige Zeitfunktion in kleine 
treppenformig verlaufende Ste aufgelést werden kann, fiir die dann wieder die 
gleichen Gesetzméglichkeiten gelten wie fiir den EinzelstoB. 

Um nun ganz allgemein eine Vorausberechnung von Riickspeiseeinrichtungen 
angeben zu kénnen, erscheint es zweckmafig, alle bisher geschilderten Vorgange 
an Hand eines Modelles theoretisch und praktisch zu studieren. Ein derartiges Modell 
ist in Abb. 7 dargestellt. Die Réhre Ré versinnbildlicht als Pentode die reinen Ver- 
starkungseigenschaften, die in einem Regelkreis enthalten sind. Der Vierpol hin- 
gegen soll die gesamten Verzégerungsglieder mit ihrem charakteristischen Verhalten 


Ersatz - 


Vierpol 
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nachbilden. Die Réhre stellt aber gleichzeitig auch das Stellglied dar. Die relativen 
Bewegungen des Stellgliedes sind am Anodenstrom zu sehen. 


Der MeGwert ist der nach Durchlaufen des Ersatzvierpoles ans Gitter gelangende 
Bruchteil der Anodenspannung, waihrend der Sollwert als Gegenspannung Ug, ein- 
gefiihrt ist. Der Anschlu8 der Gitterspannung, das heifit des Mefwertes mu im 
Gitterkreis so erfolgen, daB eine Zunahme des Anodenstromes auch eine Erhéhung 
der negativen Gittervorspannung, rein statisch gesehen, hervorruft. Enthalt der 
Vierpol eine weitgehende Verzégerung, so kann bei einer bestimmten Periodenzahl 
eine Selbsterregung des Systems eintreten. Es lat sich hier leicht nach den von 
Barkhausen angegebenen Kriterien die Stabilitatsgrenze formulieren. Das System 
enthalt also durchaus die Méglichkeit, das Verhalten eines statischen Regelsystems 
nachzubilden. Vor allem ist die Einfiihrung einer stabilisierenden Rickfiihrung sehr 
einfach. Abb. 7 zeigt dies im Schema. Ein 
von derrelativen Anodenspannungsanderung, 
die der Bewegung des Stellgliedes entspricht, 
abgeleiteter Strom wird tiber einen Riickfithr- 
vierpol ebenfalls dem Steuergitter G,, zu- 


reele Achse = = gam wird, wie oben gefordert war. 

Wie ist nun ein beliebiger statischer Re- 
gelkreis entsprechend nachzubilden? Dies 
kann prinzipiell in zweierlei Form erfolgen. 
Entweder man macht den Frequenzgang 
des Ersatzvierpoles gleich dem Original- 
frequenzgang des Regelkreises oder man 
nimmt die sogenannte Ubergangsfunk- 

Abb. 8. Frequenzgang. tion am Originalkreis auf und versucht 

den Ersatzvierpol darnach auszulegen. 
~ Ks soll zunachst gezeigt werden, wie aus der Darstellung des Frequenzganges in der 
Gaufschen Zahlenebene das Verhalten des geschlossenen Regelkreises genau vorausbe- 
stimmt und wie auch die Riickspeisung in einfacher Weise dimensioniert werden kann. 


Es sei zu diesem Zwecke Abb. 8 betrachtet. Der positiven reellen Achse entspricht 
hier die Richtung des Anodenstromvektors, wahrend auf der negativen reellen Achse 
der zugehérige Gitterspannungsvektor gedacht werden mu. Schneidet man nun 
den Modellkreis in Abb. 7 hinter dem Ersatzvierpol auf und legt man an das Steuer- 
gitter eine sinusférmige Wechselspannung konstanter Amplitude und variabler 
Frequenz, so gelangt aus dem Ersatzvierpol zur Schnittstelle eine Wechselspannung, 
deren Phasenlage und Amplitude von der Frequenz abhangt. Verbindet man die 
Endpunkte aller entsprechender Spannungsvektoren in der komplexen Vektordar- 
stellung der Abb. 8, so erhalt man bekanntlich eine Ortskurve. Wahlt man nun 
den Mafistab so, daB nicht Spannungswerte, sondern die Widerstandswerte x des 
Vierpoles aufscheinen, so kann man, wie ebenfalls bekannt, aus der Lage des Schnitt- 
punktes der Ortskurve mit der negativen Achse leicht feststellen, ob die Anordnung 
selbsterregt schwingt, gedampft ist oder gar eine aufschaukelnde Schwingung aus- 
fihrt. Liegt dieser Schnittpunkt namlich rechts von dem Punkte 1/8, wobei S die 
Steilheit in mA/V bedeutet, so ist die Anordnung stabil, das heift sie schwingt 
héchstens gedampit aus, liegt er genau im Punkt 1/S,dann tritt gerade Selbsterregung 
ein. Man denke an die Barkhausensche Formel 


bias es 


gefiihrt, so daB am Gitter die Summe aus 
AbweichungsgroBe und RiickfiihrgréBe wirk- 
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wobei & den Grad der Riickspeisung und v die Spannungsverstarkung des Rohres 
bedeutet. Hier ist an Stelle der Verstairkung S-3 = » als komplexe Gré8e zu denken, 
wahrend & als skalarer Kopplungsfaktor zu werten ist, der in dem Widerstands- 
vektor x enthalten ist. Der Vektor 3 ware demnach die reine Impedanz des Vierpoles VP 
von der Anodenseite des Rohres Ré aus gesehen. So ergibt sich an der Stelle 


1 


x § 
durch Einsetzen 


r= h+3 = — ~ oder kh «tia=— 1. 


Diese Tatsachen sind langst bekannt, nur meist noch wenig auf den Regelkreis 
angewendet. Es entspricht die Betrachtungsweise etwa dem von H. Nyquist in 
Bell Syst. techn. Journal 11, 126, 147 (1932) angegebenen Verfahren sowie dem von 
Artus in verschiedenen Arbeiten iiber die Stabilitat von Regelsystemen einge- 
schlagenen Weg. 

Sehr bedauerlich ist es, das die mathematische Behandlung der Stabilitatsfragen 
nicht mehr zutage forderte als die Feststellung der Selbsterregungsbedingung. 
Es ist namlich ebenso wichtig, ja vielleicht noch wichtiger, auch den Fall der reinen 
Aperiodizitat zu erfassen und willkiirlich herbeifiihren zu kénnen. Denn nur dieser 
Fall oder zumindest eine weitgehende Annaherung an ihn garantiert in der Praxis 
einen stabilen Betrieb der Regelanlage. 

Nun 1a8t sich ein relativ einfacher Weg angeben, der gestattet, den aperiodischen 
Grenzfall sozusagen aus der Ortskurvendarstellung mit einer kleinen Hilfskonstruktion 
herauszuschalen. 

Betrachten wir das Beispiel eines Regelkreises zweiter Ordnung, das heiBt dessen 
eigene Differentialgleichung die Form 


r-gtp- rtq*-x=0 
hat. Es ist dabei der Koeffizient g* des Gliedes x zusammengesetzt aus einer durch 
die .Elemente des Regelkreises bestimmten Konstanten gq und aus dem Wert k:s, 
den oben erwahnten skalaren GroBen des Kopplungsgrades und der Steilheit des 
Verstarkers. Es gilt somit 
ge=qtk-S. 

Aus der Lésung der homogenen Differentialgleichung erhalt man bekanntlich zwei 
Wurzelwerte, die unter Umstinden konjugiert komplex sein kénnen in der Form 


b+ joe —& = 6+ jo*. 
Dies bedeutet dann eine gedampfte Schwingung mit der Frequenz w*, wenn man 
bedenkt, daB es sich dabei um den Exponentialkoeffizienten /,,, der Funktion e7»# 
handelt. Es ist dann 6, der Dampfungswert 


HY es eee 
OP oy 


und w, die Resonanzfrequenz des Regelkreises 


ot. 
Og ise 


Man erhalt fiir die Ortskurvendarstellung des Vierpolwiderstandes x im obigen Beispiel 


den Wert 4 


Duc gti es 5 84 Li q—rertpp.o° 
Setzt man nun w = w, und variiert man die Werte q, r und p nach Belieben, so erhalt 
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man einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf der negativen reellen Achse liegt und der 
durch den Ursprung sowie durch den Punkt — 4 hindurchgeht. Dies ist leicht be- 
wiesen, wenn man bedenkt, da 

Pog =o gk ae 


ist und somit der Vektor r die Form erhalt: 


k at (© 
l= he Sage. 
Es ]aBt sich leicht einsehen, daB ein Vektor von der Gestalt 
Reber 
pee HER 


=) S 
Abb. 9. Resonanzfrequenz und Dampfung. Abb. 10. Der aperiodische Grenzfall. 


dann einen Kreis mit den obenerwahnten Forderungen beschreibt, wenn das Ver- 
haltnis A/B bei Veranderung irgendwelcher Parameter von A, B und C konstant 
bleibt. Dieses Verhaltnis entspricht dann gerade dem Durchmesser des Kreises 
(s. Abb. 9). Das bedeutet also, daB die Resonanzfrequenz des geschlossenen 
Regelkreises durch jenen Wert auf der Ortskurve r ausgedriickt ist, der dem Schnitt- 
punkt mit dem charakteristischen Kreis entspricht (s. Abb. 9). Will man jetzt wissen, 
mit welcher Frequenz das System tatsachlich ausschwingt — eine Selbsterregung ist 
im vorliegenden Falle ausgeschlossen —, so ist noch die Kenntnis des Dampfungs- 
wertes notig. Auch dieser Wert ist leicht abzulesen, wenn man folgende Hilfs- 
konstruktion anwendet (Abb. 9): Man verlangert zunachst den der Frequenz , 
entsprechenden Vektor solange, bis der Strahl die zur imaginaren Achse Parallele 
an den charakteristischen Kreis schneidet (P,). Den so erhaltenen Punkt verbindet 
man nunmehr mit dem Punkt Q, dem FuS8punkt der Ortskurve auf der positiven 
reellen Achse. Die so auf der imaginaren Achse abgeschnittene Strecke é ist nun 
proportional dem 6. Wahlt man einen Faktor yu so, daB 


1 
My = Wy 
wird, so ergibt 
oa = Os 


g ae : : 
2 Von 0 aus am charakteristischen Kreis ab, so ergibt 


Schlagt man also mit dem Zirkel 
die Strecke 
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RE = 1. ot 
Le 
Obige Konstruktion laBt sich leicht beweisen. Es ist zunachst der Abschnitt RP,=n 
gleich zu setzen mit 


1 p.o 
N= t8 Po 9 =] ge? 


da sich der tg gy aus ry, zu 


bestimmen laBt. 
Setzt man nun in die Parametergleichung fiir y m = 0 ein, so erhalt man m in 
der Form 
a ee 
q 
Setzt man ferner fiir » und m in 


n 


te p= = a 
m + y 
ein, so erhalt man schlieBlich Pas 
26 


My ae: ee 
Die Strecke & entspricht demnach 


26 
SS ( [JC t SS SS 
g gy @,.S 
womit die Richtigkeit obiger Behauptung \7 
bewiesen ist. Abb. 11. Komplementare Ortskurve. 


So einfach und rasch diese Konstruktion 
aus der Ortskurve die Dampfung und die Abschwingfrequenz zu finden gestattet, so 
bedeutsam wird sie fiir die Festlegung des aperiodischen Grenzfalles. Es mu 
ja dort 


O == y 


sein. Dementsprechend ist w* = 0. Die Strecke & ist dann 2- om Abb. 10 zeigt die 


Zusammenhange. Der Strahl QP, legt nun einen Grenzwinkel fiir alle Systeme 
mit der Grundlinie OQ = m fest, von dem an ein aperiodisches Einstellen erfolgt. 
Liegt beispielsweise der Schnittpunkt auBerhalb des Winkels wie bei der eingetragenen 
Ortskurve, so wiirde das System gedampft ausschwingen. Will man das verhindern, 
so hat man nur dafiir zu sorgen, daB bei irgendeiner Frequenz w, ein Vektor r, dem ry 
so entgegenwirkt, daB gerade der Grenzpunkt G als Schnittpunkt der neuen Ortskurve 
erscheint. Man wahlt da zweckmabig gleich einen Riickfiihr-Vierpol, der eine reziproke 
Ortskurve gegeniiber dem Regelkreis selbst aufweist, das heiBt der bei Q@ = oo 
hat, wenn der Regelkreis dort m = 0 zeigt und ebenso beim Ursprung O. In unserem 
Modellkreis wiirde beispielsweise ein R—OCO-Kreis als Ortskurve erscheinen, wobei 
eine Riickwirkung auf m selbst vernachlassigt wird. 

Man erhalt nach Abb. 10 aus dem Winkel « und aus der gewahlten Frequenz w, 
Kapazitét und Widerstand nach 

tea Oe Ce fh, 

also somit die Zeitkonstante 7 =—C: R des einfachsten Riickfihrkreises. 

Dies lat sich gewi8 auch auf mechanische Systeme anwenden. Ks ist hier nicht 
der Raum, dies im Detail zu behandeln. 

Ingenieur-Archiv IV, 5. 25 
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Aber es gibt noch einen anderen Weg zur Stabilisierung, wie er in manchen Fallen 
noch rascher zum Ziele fiihrt und wie er sich auch an dem vorliegenden Modell schén 
zeigen laBt. 

Wie schon erwahnt, ergibt sich eine sichere Stabilisierung, wenn es gelingt, mit 
der RiickfiihrgréBe einen der Ubergangsfunktion sozusagen komplementaren 
Verlauf zu erzielen. Dies kommt auch hier zum Ausdruck, wenn man dem Riickfiihr- 
Vierpol einen genau komplementaren Frequenzgang gegentiber dem Regelkreis ver- 
leiht. Abb. 11 zeigt dies anschaulich. F, sei die Ortskurve des Regelkreises. Wiinscht 
man nun, da& am Eingang des Verstirkers unabhangig von der Frequenz stets nur 
einheitlich der in der positiven reellen Achse liegende Vektor m auftritt, so mui 
der Riickfiihr-Vierpol bei irgendeiner beliebi- 
gen Frequenz stets den Differenzvektor m — ¢ 
liefern. Das ergibt aber genau das mit den 
Enden vertauschte Ortskurvenbild F,, das - 
gegeniiber dem Originalortskurvenbild des 
Regelkreises gerade um 180° gedreht erscheint. 


Ersatz- 


Vierpol 


ices feremre = 


+ + the 
‘i | i. : 

oC oO —O 
Abb. 13. R—C-Kette. Abb. 14. Komplementirschaltung. 


Diese Ubereinstimmung der rein physikalisch gewonnenen Erkenntnis mit den 
eben abgeleiteten Grundsatzen der Ortskurventheorie ist recht erfreulich und sehr 
niitzlich. ' 

Wenn somit das Problem der Stabilisierung mit Hilfe der Modelltheorie ganz 
generell einfacher lésbar erscheint, so soll aber auch kurz darauf hingewiesen werden, 
da8 man praktisch tatsachlich in der Lage ist, Regelkreise durch elektrische Vierpole 
nachzubilden und derartige Méglichkeiten erst kiirzlich zur Schaffung eines Modell- 
kraftwerkskomplexes am Institut fiir Starkstromtechnik an der Technischen 
Hochschule Wien’ gefiihrt haben, mit dem bereits schwierige Regelprobleme erfolg- 
reich studiert werden konnten. . 

So gelang es auch, rein astatische Regelungen zu stabilisieren. Eine 
Regelung dieser Art ist eine Frequenzregelanlage, die mit dem obenerwahnten Modell- 
kraftwerk untersucht wurde. Ein Ersatzschema des ganzen Regelkreises ist in Abb. 12 
gezeigt. Die Regelstrecke enthalt einen Antriebsmotor, der durch eine Rdéhren- 
steuerung des Feldes das Verhalten grofRer Wasserturbinen nachzubilden gestattet, 
sowie einen direkt gekuppelten Drehstromgenerator mit Frequenzmesser. Jede 
Frequenzabweichung bringt den Stellmotor (Stellglied) zum Anlaufen. Dieser ver- 
stellt einen Schiebewiderstand so lange, bis die Abweichung praktisch verschwunden 


* Durch Forderung des Ministeriums fiir Energiewirtschaft und Elektrifizierung im Jahre 1949 
aufgebaut, ; 
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ist. Die Riickfiihrung zeigt das komplementire Verhalten der Regelstrecke. Zur 
Kompensation des Massenschwungmomentes des Stellmotors wird noch eine 
geschwindigkeitsproportionale Spannung aus einer Tourendynamo mit eingespeist. 

Ersetzt man die Regelstrecke durch eine Kette von R-C-Gliedern, wie in Abb. 13 
gezeigt, so sieht die komplementire Schaltung dazu wie in Abb. 14 aus, wie leicht 
einzusehen ist. So ist nach Festlegung der Regelstrecken-Ersatzschaltung nicht allzu 
schwer die Riickfiihrschaltung anzugeben. 

Wenn es auch schwierig ist, in so kleinem Rahmen das Verstandnis fiir den Wert 
derartiger Modelltheorien zu wecken, so mag die UmreiSung und Andeutung der 
wichtigsten Punkte vielleicht doch hier und dort eine Anregung gegeben und so das 
Interesse weiterer Kreise fiir einen Zweig der Technik erregt haben, dessen Bedeutung 
gerade im letzten Jahrzehnt in immer héherem Mage gestiegen ist und der noch viele 
ungeléste Probleme in sich birgt. 

(EHingegangen am 8. Mérz 1949.) 


Steifigkeit und Steifigkeitsmethode bei raumlichen Stabwerken*. 
Von L. Kirste und F. Miiller-Magyari, Wien. 


Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Fiir cine bestimmte Klasse von réumlichcn Stabverbindungen, welche 
aber sehr haufig in der Praxis auftreten, werden unter dcr Voraussetzung dcr Unverschieblichkeit 
der Knoten die entsprechenden Begriffe der ebencn Stabwerkstatik sinngemaf8 erweitcrt. An 
Stelle emer einzigen Steifigkcitszahl] eines cbenen Knotcus z. B. tritt nunmehr ein System von 
sechs Zahlen, genannt der (symmetrische) Steifigkeitstensor (in bezug auf cine réumliche infini- 
tesimale Verdrebung) und unter konsequenter Verwendung dcr Tensorschreibweise gelingt es 
sogar, formelmaSig vollkommen analogé Beziehungen und Gleichungen fiir den weitergeleiteten 
Steifigkeitstensor und fir die Knickbedingungen des Einzelstabes mit bcliebigen raumlichen 
elastischen Einspannungen an den Stabenden sowie fiir den Durchlauftrager aufzustellen. 

Summary. Notions concerning the statics of two-dimensional trusses are logically developed 
for a certain class of three-dimensional trusses, which are often employed in practical design, 
based on the assumption of non-shifting nodes. The stiffness factor, as known for a two-dimensional 
node, becomes a system of 6 numbers, called “stiffness tensor’’—being a symmetrical one—which 
applies to infinitesimal rotation in the space. By adopting tensorial notation, perfectly analogous 
relations and equations are obtained for the “carry-over stiffness” tensor, for the crippling con- 
dition of a single bar with arbitrary, three-dimensional end restraint, as well as for a continuous bar. 

Résumé. Les notions de la statique des treillis plans sont développées logiquement pour une 
certaine classe de treillis 4 trois dimensions, souvent employés dans la pratique, en conservant 
Vhypothése que les neeuds ne se déplacent pas. Le coefficient de rigidité d’un noeud a deux 
dimensions devient alors un systéme de 6 nombres, appelé «tenseur de rigidité» — du type 
symétrique — qui se rapporte a une rotation infinitésimale dans l’espace. En adoptant la 
notation tensorielle, on arrive 4 des relations et des équations parfaitement analogues pour la 
«rigidité transmise», ainsi que pour les conditions de flambage d’une travée unique et d’une 
barre continue, compte tenu d’un encastrement élastique et tri-dimensionel queleonque aux 
extrémités. 

Raumliche Stabwerkverbindungen kommen bei Leitungsmasten und Funktiirmen, 
im Hoch-, Briicken- und Kranbau vor, aber auch im Flugzeugbau werden sie trotz 
der modernen Schalenbauweisen noch immer stellenweise bei der Konstruktion der 
Riimpfe angewandt, ganz abgesehen von Motoraufhangungen, Befestigungen und 
Vorbauten und anderes mehr. Deshalb ist es nicht miiBig, sich tiber allgemeinere 
Betrachtungen hinaus damit zu beschaftigen, ob und wieweit nicht auch bestimmte 
vereinfachende Verfahren, wie sie bei der Behandlung der ebenen Stabwerke iiblich 
sind, auch in der Theorie der raumlichen Stabwerke mit Erfolg angewandt werden 
kénnen, zumindest fiir gewisse groBe Klassen von raumlichen Fach- oder Rahmen- 
werken. Raumliche Stabwerke zeigen namlich sehr oft wiederkehrende Bauweisen, 


* Herrn Prof. Dr. E. Melan zum 60. Geburtstag gewidmet. 


25° 


388 L. Kirste und F. Miiller-Magyari: 


symmetrische Anordnungen usw., hiufig sind alle Stabquerschnitte gleich oder ahnlich, 
meistens werden Rohre oder kreiszylind#ische Vollstabe bevorzugt. Die folgende 
Arbeit beschaftigt sich nun mit einem haufig auftretenden Fall, namlich mit dem in 
Abb. 1 gezeigten Durchlauftrager, welcher an verschiedenen Stellen réumlich gestttzt 
wird, und zwar durch Stiitzstabe, welche untereinander und mit dem Hauptstab voll- 
kommen starr, das heiBt ecksteif (z. B. geschweiBt) verbunden sind. Die Stiitzstabe 
seien kreiszylindrische Vollstabe oder Rohre, besitzen also nach allen Richtungen hin 
das gleiche Tragheitsmoment, der Hauptstab kann ebenfalls ein kreiszylindrisches 
Rohr sein, es bietet aber keinerlei Schwierigkeiten, gleich den allgemeineren Fall eines 
doppeltsymmetrischen Querschnittes zu be- 
handeln. An den anderen Enden seien die 
Stiitzstabe in vollkommenen Gelenken (Ku- 
gelgelenk) gelagert, aber auch hier bietet eine 
Erweiterung der Lagerbedingungen formel- 
maBig keine Schwierigkeiten (vgl. weiter 
unten). Dagegen wird vorerst in der folgenden 
Arbeit eine groBe prinzipielle Vereinfachung 
angenommen, namlich daf samtliche Knoten 
unverschieblich gehalten werden, das heif®t 
sich nur raumlich verdrehen kénnen. Diese 
_Voraussetzung wurde deshalb angenommen, 
um die Untersuchungen systematisch zu 
entwickeln, daher wird mit dem einfacheren 
Fall begonnen. Es spielen aber tatsachlich 
bei vielen raumlichen Tragwerken, insbeson- 
dere bei der Ermittlung der Stabilitatsgrenze 
(wobei vorausgesetzt wird, dali die Berech- 
nung der einzelnen Stabkrafte nach den 
tiblichen Methoden der Statik bereits vor- 
genommen sei), die Knotenpunktsverschie- 
Abb. Ibe Durchlauftrager mit réumlicher pyyn gen im Augenblick des Ausknickens 
Stiitzung. Projektion des verformten Haupt- : : ce one - 
stabes.auf die (X,, X,)-Ebene. erst in zweiter Linie eine Rolle gegeniiber den 
Knotenpunktsverdrehungen. 

Die rechnerische Behandlung hatte mit den iiblichen Methoden der symbolischen 
Vektorrechnung erfolgen kénnen, es wurde aber durchwegs die koordinatenmaBige 
Darstellung gewahlt, wie sie etwa dem Lehrbuch von A. Duschek und A. Hoch- 
rainer! zugrunde liegt, um so mehr, als sich hierdurch auBerst tibersichtliche 
Formelanalogien zur ebenen Stabwerkstatik ergeben. 


1. Das Steifigkeitsellipsoid eines raumlichen Stabwerkknotens. 


Wir betrachten nunmehr einen Knoten A des oben besprochenen Durchlauftragers 
und legen nach Abb. 1 ein Koordinatensystem (X,, X,, X3), so daB X, in Stablangs- 
richtung und X, und X, in Richtung der Haupttragheitsachsen des Querschnitts 
weisen. Selten wird es vorkommen, daB von Stiitze zu Stiitze die Richtungen der 
Haupttragheitsachsen wechseln, dagegen konnen sehr wohl die GréBen der Haupt- 
tragheitsmomente stiickweise variieren. Zur Erleichterung der mechanischen An- 
schaulichkeit kann man sich am Punkt A ein vollkommen starres Knotenstiick als 
befindlich denken und unterscheidet demnach dort 


‘A. Duschek und A. Hochrainer: Grundziige der Tensorrechnung in analytischer Dar- 
stellung. Wien: Springer-Verlag. 1946. 
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a) das Stabende des Stabes (n — 1); 


2 


) 
B) das vollkommen starre Knotenstiick (A,): 
y) das Antfangsstiick des Stabes (n); 


? 


0) die Gesamtheit (”,), (n,), (ns)... (m,) .. . aller Stiitzstabe, welche im Knoten A 


anschlieSen. 

Wir betrachten vorliufig nur den Anteil 6 der Stiitzstabe und untersuchen die 
Wirkung einer raumlichen infinitesimalen Drehung des Knotenstiickes auf die Gesamt- 
heit der Stiitzstabe. Infolge dieser infinitesimalen Drehung, welche durch den Dreh- 
vektor dD, gegeben sei, werden in den Stiitzstaben Krafte und Momente hervorgerufen. 
Nach der obigen Naherungsannahme brauchen wir nur die Momente zu beriicksichtigen, 
da die Krafte ohnedies am unverschieblichen festen Lager abgesetzt werden. Jeder 
Stiitzstab erleidet eine ebene Biegeverformung, aber keine Drillbeanspruchung, weil 


n 


ie 
das andere Ende vollkommen gelenkig gelagert ist. Seien S; die Koordinaten des 
Kinheitsvektors in Richtung des r-ten Stiitzstabes (vom Knoten weggerichtet), so ist 
r Y. 
S,= os i (1) 
é 
(X; Koordinaten des anderen Endpunktes [Gelenk]; J, Lange des r-ten Stiitzstabes) 
(fiir die nachsten Rechnungen kann der Index ,,n‘‘, also die Kennzeichnung des 
Knotens wegfallen, weil nur ein Knoten betrachtet wird und so eine Verwechslung aus- 
geschlossen ist) und nach der raumlichen Drehung weist dieser Vektor nach der Richtung 


r 


7 


r Gis 
PT; = 8; — 35,8; 6D, (2) 
wobei ¢;;, den Kinheitstensor 3. Stufe bedeutet. Die Biegeverformung des r-ten 


Li Us 
Stiitzstabes spielt sich nun in der Ebene der Vektoren S; und 7’; ab (Abb. 2) und 
es ist in bekannter Weise ze ‘: 
[OM | = |e] - 166] (3) 
r 
die absolute GroBe des Endmomentes, & nennen wir die Knotensteifigkeit des r-ten 
Stiitzstabes und sie betragt beim Vorhandensein einer Axialkraft P im Stititzstab 
und unter Beriicksichtigung des Gelenkes am anderen Ende 


foe Pet’ : (4) 


f se oe Higensteifigkeit des r-ten Sttiitzstabes) 
T 


‘ es, 3 ree eV. a35 ee ake 
Oo = op (2 em) se (7 
T r ‘ta 
Im Grenzfall einer fehlenden Axialkraft P, = 0, ist C, = 1, das heibt k = ky. Ist 


der StiitzfuB z. B. vollkommen starr eingespannt, aber verdrehweich gelagert, so ist 
die Steifigkeit am Knoten 


r hte 

ee (5) 
Cz 

(Uber die entsprechenden Formeln bei elastischer Einspannung und tiber die numeri- 

schen Werte der transzendenten Funktionen C, und C; usw. vgl. man etwa?.) 


2 T,. Kirste: Momentenverteilungs- und Stabilitatsrechnung nach der Steifigkeitsmethode, 
Osterr. Ingenieur-Arch. 1, H. 1/2, 117. 
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Weil wir nun ein Moment als positiv bezeichnen, welches in Richtung der Drehung 


at ur % 
von S, nach 7’, durch den Winkel 6f dreht, dann aber von einer negativen Einspannung 
des Stiitzstabes sprechen (im tiblichen Sprachgebrauch ist ein Stab positiv eingespannt, 
wenn das Aktionsmoment auf dem Stab entgegengesetzt der Drehung der Anfangs- 


T 
tangente des Stabes wirkt), so setzen wir fiir den Momentenvektor 6M ; an (siehe Abb. 2): 


6M, = — kh e5,8; 7, (6) 
und erhalten mit (2) und nach Anwendung des sogenannten Entwicklungssatzes 
a ifs Ip ic r te r rT 
6M, = — k 655, 8; (Sp — trim Six* OD) = i (0:1 Oym — O¢m 0j1) S;S,0Dm = 
= 1S OAS = lg BD sl a mee Deseret ie (7) 


li=Z 
Das resultierende (infinitesimale) Moment ergibt sich 


durch Summierung iiber alle Stiitzstabe, welche an 
einem Knoten anschlieBen und betragt 


SM SOM Ree | 


Abb. 2. Ebene Biegeverformung | uber alle Stiitzstabe eines Knotens (8) 
des r-ten Stiitzstabes infolge Peis: - 
einer raumlichen Drehung 6 D, Age TA HN, 

des Knotens A. | Ore he S,8; 0:5 - k. 


Betrachten wir nun einen Einzelstab, welcher am Anfang und am Ende je durch eine 
Anzahl von Stiitzstaben gesttitzt wird (unverschieblich natiirlich, wie vorausgesetzt), 
so ruft eine raumliche Drehung der Anfangs- bzw. Endstiicke Aktionsmomente auf 
dem Hauptstab hervor, welche gleich groB, aber entgegengesetzt wirken, wie eben 
errechnet, es gilt also: 


0 = —K,, 6D; fird =O, 
Man kann dann die Stiitzstabe ttberhaupt wegdenken und an ihrer Stelle eine elastische 
raumliche Einspannung setzen, ganz analog der ebenen Stabwerkstatik, wobei aber 


an Stelle einer einzigen kennzeichnenden Einspannzahl (Steifigkeitszahl des ebenen 
Knotens) an jedem Ende 


(9) 


M M 
be ae ke = (10) 


(x, B Winkel der Endtangenten an den verformten Stab mit der urspriinglichen 
Stabachse; M4, My, Endmomente, wirkend auf den Hauptstab) nunmehr ein ganzer 
Tensor tritt, welchen wir den ,,Steifigkeitstensor‘ nennen wollen. Er ist symme- 
trisch und von 2. Stufe, das heiBt durch sechs GréBen angebbar. Fiir ihn gelten 
die tiblichen Satze, insbesondere z. B.: Ist 6D; ein Einheitsvektor, so liegen die End- 
punkte der Vektoren 6M; auf einer Mittelpunktsflache 2. Grades (mit dem Mittel- 
punkt A) 

U2 U2 1 Us 

Foo ops ia 
deren Hauptachsen in die EKigenrichtungen von K,; fallen und deren Achsenlangen 
mit den Higenwerten A, tibereinstimmen, also eine vollig sinngemaBe Erweiterung 
der elementaren Beziehung (10). Wir wollen die Flache (11) das ,,Steifigkeits- 
ellipsoid™ des Sttitzknotens 4 nennen, Man kann nach den mechanischen Deutungen 


=1, (11) 


i ee ee 
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der Entartungserscheinungen von K,; fragen oder auch umgekehrt, gewisse mechanische 
Sonderfalle annehmen und die zugehérige Form von K;, ermitteln. Hier sollen nur 
zwei Sonderfalle betrachtet werden, und zwar: 

a) Ist der Hauptstab an der Stiitze vollkommen verdrehweich gelagert, z. B. hiilsen- 
artig im Knotenstiick befestigt, so kann vom Knotenstiick her kein Drehmoment 
um die Stablangsachse (X,-Achse) auf den Stab iiber- 
tragen werden. 4;; wird dann einfach singular von 


der F 
er Form AO AO 
K;; (Hiilsenbefestigung) =| 0 Ky, Ks}. (12) 
0 Ky K33 


Ineinem solchen Fall sprechen wir dann verstindlicher- 
weise nur von einer Steifigkeitsellipse, welche in 
der zu X, senkrechten Ebene durch A, also in der: 
(X,, X;)-Ebene liegt. Fiir dieses Stabende liegt dann, 
anschaulich gesprochen, einfach die schiefe Biegung 
vor, aber selbst wenn alle Stiitzpunkte hiilsenformig 
gelagert sind, so brauchen die einzelnen Momenten- Abb. 3. Stabilitat einer r-stibigen 
vektoren nicht nach derselben Richtung zu weisen, Ppyramide unter Einzelkraftbean- 
so daB fiir den gesamten Stab trotzdem eine raumliche j spruchung. 
Verformung auftritt. 

b) Wir betrachten einen Einzelstab oder Durchlauftrager, welcher diesmal nicht 
verdrehweich angeschlossen sei, die Stiitzstabe jedoch mogen alle zur Stablangsachse 
(X,-Achse) senkrecht stehen (Hauptgurt eines Flugzeugrumpfes, Ecktrager eines 

i 


Gittermastes usw.). Es ist dann S, = 0 fiir alle Stiitzstabe und nach (8) erkennt 
man, dab K,; folgende Form besitzt: 


ia 


BES ROO? 20 


1 0 Ky Kos | (13) 
OF Hey ha. 


Man erkennt, wie es plausibel ist, da gegentiber einer Verdrehung des Hauptstabes 
um seine Langsachse im Knoten A die Summe aller Biegesteifigkeiten der dort an- 
greifenden Stiitzstabe Widerstand leistet [wenn die Stiitzstabe frei von axialen Be- 
anspruchungen sind, im allgemeinen Fall vgl. man (4) und (5)]. Das Steifigkeits- 
ellipsoid besitzt dann bereits die X,-Achse als eine Hauptachse. Im weiteren Sonder- 
fall, wo nur zwei Stiitzstabe in Richtung der Haupttragheitsachsen legen, fallen auch 
noch die gemischten Steifigkeitsglieder weg und der Tensor K;; wird dann besonders 
einfach, was sich auch spater in einem Zerfallen der Knickbedingung AuBert. 

Als einfaches Beispiel sei die Stabilitat einer r-stabigen Pyramide nach Abb. 3 


untersucht, wenn eine beliebige Einzelkraft P, an der Pyramidenspitze angreift. 
Dort seien die Stiitzstabe untereinander ecksteif verbunden, wahrend die FiiBe in 
vollkommenen Gelenken lagern [iiber andere Randbedingungen vgl. oben (5)]. Fiir 
die Ermittlung der einzelnen Stabkrafte infolge der 4uBeren Belastung P; kann man 
naherungsweise so rechnen, indem man an der Pyramidenspitze ein ideales Gelenk 
annimmt, das heiBt fiir die Krafteermittlung wird der EinfluB der Knotensteifigkeiten 
der einzelnen Stiitzstabe gegeniiber ihren Dehnsteifigkeiten vernachlassigt. Infolge 
einer Verschiebung V; der Pyramidenspitze werden sich die einzelnen Stablangen 


andern und dadurch Stabkrafte hervorgerufen, deren GréBen P sich folgendermafen 
berechnen: 
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r 
: I 

Pa 4t(—x,V,+ 571%) (14) 
fe ss ... Dehnsteifigkeit des r-ten Sttitzstabes. 

Der Klammerausdruck ist ein Skalar, und zwar positiv bei Zugbeanspruchung 
und negativ bei Druck. Unter der Voraussetzung einer kleinen Knotenpunkts- 
verschiebung |V;| vernachlassigt man im allgemeinen das zweite Glied in (14) und 
man erhalt dann fiir die drei unbekannten Komponenten der Verschiebung V; folgende 
drei lineare Gleichungen: 


| P, = Fj; V;; | 
t A sew | (15) 
| hip Se pieSs | 
Ist 
a : 
Vi,=F;,P, (16) 


die Lésung, so folgt fiir die GréBe der Stabkraft 
r ME ali to 
P =.) 8,8 Ps (17) 


Die Stabilitatsbedingung ist in einigen Zeilen erledigt: Wachst die auBere Kraft P; 
von Null beginnend stetig an, so stehen auch die Stabkrafte untereinander und zur 
auBeren Kraft in einem ganz bestimmten Verhaltnis. Bei einer gewissen kritischen 
Last P; x wird das Gleichgewicht indifferent, das heift zu einer infinitesimalen raum- 
lichen Dehnung des Knotenstiickes ist kein Arbeitsaufwand erforderlich, es ist 


6M, = K;; 6D; = 0 (Nullvektor) (18) 


und diese drei linearen homogenen Gleichungen besitzen dann und nur dann eine 
nichttriviale Lésung, wenn die Gleichungsdeterminante verschwindet. 


Gs| = 9 (19) 
liefert also die Knickbedingung. Die einzelnen Glieder berechnen sich nach (8), wobei 


T ee 
die Knotensteifigkeiten k der einzelnen Stiitzstabe nach (4) bzw. (5) mit den Kraften P 
nach (17) einzusetzen sind. 


2. Der axial gedriickte Einzelstab bei beliebigen raumlichen elastischen 
Einspannungen an den Enden. 


Als Vorstufe zu dem allgemeineren Problem des Durchlauftragers mit raumlicher 
Stiitzung unter axialer Druckbeanspruchung sei zuerst das entsprechende Problem 
ftir den Einzelstab behandelt. Die beiden elastischen réumlichen Einspannungen an 
den Enden des Stabes seien etwa durch ihre zugehorigen Steifigkeitsellipsoide EH? 


baw. H? gegeben, oder durch die Tensoren K,; bzw. K;,; [siehe Gl. (9)]. Praktisch 
laBt sich jede beliebige vorgegebene raumliche elastische Einspannung durch drei 
aufeinander senkrechte entsprechend steife Stiitzstabe (Rohre) verwirklichen. Die 
Koordinatenrichtungen werden wieder wie in Abb. 1 angenommen. Im Augenblick 
des Ausknickens erleidet der Stab eine unendlich kleine (virtuelle) Verformung, wobei 
jeder Querschnitt senkrecht zur Stablangsachse eine Verschiebung, gegeben durch 
OX, = 0X, (X,) und 6X, = 6X; (X,), und eine Verdrehung um den Schwerpunkt S 
des Querschnittes, gegeben durch 6D, = 6D, (X,), ausfiihrt. Fiir diese ganz bestimmten 
virtuellen Verriickungen gelten in unserem Falle die bekannten Differentialgleichungen 
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ya 
il 
(HJ),- dX, + P-8X, = 0, (20) 


TI 
EC: 6D, +(e veld sD, = "0, 


IV u 
(EH J),: dX, + PP: 6X,=0 
und es bedeuten: 
P Druckkraft ; 
F Querschnittsflache ; 
(ZJ),, (HJ), Biegesteifigkeiten, bezogen auf die entsprechenden Haupt- 


tragheitsachsen ; 

J, polares Tragheitsmoment (um 38); en 
GJ, Saint-Venantsche Verdrehsteifigkeit ; Ree, 
EC Wolbsteifigkeit (bezogen auf den Schwerpunkt als Schubmittel- 

punkt, wegen der doppelten Symmetrie), C = | u? dF ; 
w Einheitsverwélbung. F 
Die Lésungen von (20) lauten: 
(X, = 2) ee Oe 
J 
P—* —Gdr 
0D, = A,sinw,x + A,cosw,x%+A,%+ Ay; @, = V s eae & 
6X, = B, sina, x + B, cosa, x + B, a + B,; ea (EI), (22) 
: ae 
6X, = Ci sin wo, & + Cy coswgu +0, 2+C,; —o,= Ve 


Anstatt diese Lésungen nun in den 12 Randbedingungen des raumlich gelagerten 
Stabes einzusetzen und so ein lineares homogenes Gleichungssystem fiir die Integrations- 
konstanten zu bekommen, woraus die Knickbedingung durch Nullsetzen der Gleichungs- 
determinante erfolgt, wahlt man in der Steifigkeitsmethode einen formal anderen 
Weg, indem man unter Berticksichtigung der Unverschieblichkeit der Stabenden fiir 


Ae 0 und ts OX 5 ==. 0X 0 (23) 


einen Zusammenhang zwischen den Aktionsendmomenten, welche auf den Stab wirken, 
und den Verdrehungen der Stabenden sucht. Bezeichnen wir wie ublich ein wirkendes 
Moment als positiv, wenn der zugehérige Vektor in die positive Koordinatenrichtung 
fallt, analog fiir die Stabendverdrehungen (,,jene Drehungen durch die Winkel, um dic 
man die positive X,-Achse drehen mu, damit sie mit den orientierten Anfangs- bzw. 
Endtangenten des Stabes zur Deckung kommen‘) und werden alle GréfSen fir das 
Stabende B(X,=/) durch einen Querstrich gekennzeichnet, so erhalt man z. B. 
fiir die (X,, X;)-Projektionsebene (vgl. auch Abb. 1): 


a = 6Xj= — 6D, =— (ex 6M, + 2 0a), 
ky 
B = — 6X," = 6D, = pie — 0M, + Coa)" M2), 
2 
das heiBt: 
1 


(Cx: oar, = 1a - Ms), 
| i (24) 
6D, = od - 6M, + Cay° 6M2) 
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und entsprechend fiir die (X,, X.)-Projektionsebene: 


Yor ee (Cre su, — “1 - dM), 


° 


a pat (25) 
aD, = : (Gi: 6M, + Cag’ dMs). 
og 
Dabei bedeuten 
See i, = 2IEs 
Soe 1 ? 2 i ) 
die Kigensteifigkeiten des Hauptstabes bei Biegung um die entsprechenden Achsen, 
6 Pi 
Cr = sa | ; — —1); Y; = wa, 1 | 
v2 \sin 9; aioe Os (26) 
Lah Pi_\. oS el See 
Cro = oF (1 - meee pe V an, J 


(Die transzendenten Hauptfunktionen C; « und Cy 4,4 = 2,3, wurden mit Koeffizienten 3 
und 6 versehen, gegeniiber den gewohnlichen Anschreibungen, damit sie fiir y; = 0 
den Wert 1 ergeben.) 

Mit (23), (24) und (25) sind bereits 8 Randbedingungen erledigt, wenn man be- 
denkt, daB zwischen 6D; und 6M; bzw. den gestrichenen GréBen die Relationen (9) 
bestehen, es fehlen noch die 4 Randbedingungen, welche zur virtuellen Verdrehung 
0D, = 0D, (X,) gehoren. Zwei davon kann man in der Form anschreiben: 

iMo— 1G eDs ews le aoe 
1 ut he 
6M, = iG dee 6D, —EC: 06D, ee 
wahrend zwei andere Beziehungen sich auf das wolbelastische Verhalten am oberen 
und unteren Stabende beziehen. Hier kann man z. B. ansetzen: 


Prov +0) =o] 
(ir: 0p,—9r,), = 0,| 


wo k, und k,, als wélbelastische Einspannziffern eingefiihrt werden, welche auch noch 
gegeben sein miissen, fiir k,, = 0 legt wolbfreie Lagerung vor, dagegen fiir k,, = oo 
vollkommen wolbsteife (w6lbbehinderte) Lagerung. (27) und (28) sind vier Gleichungen, 
welche aber als Unbekannte nur die drei Integrationskonstanten A,, A,, A; ent- 
halten, es mu deshalb eine Beziehung zwischen 6M,, OM,, kw, Ky bestehen. Im all- 
gemeinen bietet die exakte Lésung mit Beriicksichtigung der Wolbelastizitat und der 
Knickkraft P gro8e numerische Schwierigkeiten und es ist deshalb vorteilhafter, 
nur nach der elementaren Theorie der Torsion zu rechnen, den EinfluB der Verwolbung 
aber in Form eines empirischen Faktors x im Ausdruck fiir die Saint-Venantsche 
Verdrehsteifigkeit zu beriicksichtigen. Es ist dann in bekannter Weise 


6M,+ 6M,=0, 


Sas ij == N 

6D, = ae 6M, + oD,, (29) 
open Cah 
[Mees 


[Kigen(torsions)steifigkeit des Stabes, x <1]. Fiir kreiszylindrische Vollstabe und 
Rohre ist exakt x = 1 und fiir andere Querschnittsformen ist die obige Naherung 
ohne weiteres anwendbar, solange die Stabe nicht zu kurz und gedrungen sind. 
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Setzt man in (24), (25) und (29) die gegebenen Relationen (9) ein, so erhalt man 
sechs lineare homogene Gleichungen fiir die 6D; bzw. 6D,, deren Gleichungsdeterminante 
die gewtinschte Knickbedingung des allgemein raumlich elastisch eingespannten 
Stabes unter axialer Druckbeanspruchung ergibt. Wir verzichten auf die ausfiihrliche 
Anschreibung, weil weiter unten eine noch einfachere Form dieser Knickbedingung 
gefunden werden wird. 

Die Gl. (24), (25) und (29) kénnen noch formal umgeschrieben werden, wodurch 
sich eine Form ergibt, welche im nachsten Kapitel zur Herleitung des ,,weitergeleiteten 
Steifigkeitstensors‘‘ gebraucht wird. Sie lauten in der neuen Schreibweise: 


Spe toD = Ahh: 
k 


1 


0D, = eee ; OM, ae Cnn ( Apt -6M, — 2 ks ; oD.) 


k. 2 ie 1(2) C102) 
ee ee il (eo ae 
6D; = —— |— 33 : 0M, + Cy) | 2 : 6M, — 7 - OD. 
: ks | 2 ae 10 C103) C1 3) ,) ( (30) 
6M, = 6M,, 
éMoss GM "OD; 4 2 Ga) 6M,, 
Cra) O12) 
a Dl 5 DO setie: 
0M, = —— + - oD, + 3 - 6M. 
C103) ‘ T C163) ‘ 
oder abgekiirzt 
OD; == — A,;° oD, 4- B,,:6M,;, | (31) 
OM, = —C;,,;: 6D; + A,;: 6M;, 
mit den speziellen Tensoren 
A 0 0 0 0 0 
20 2 ke 
0 2(2) 0 0 cr 0 
Ai; ra Chin ? Cis (“7 C2) 2 
2C 2k 
0) 0) & 2(3) ane 
O14) i Ch) 
ges 0 0 (32) 
ky 
o 0 en Gee 
By; = 0 = ae 0 > Cs) = Ty ae + OP aia; 
Re bee) ' 
2 Cgc) a Sn 
Magis: Vruilees sega 
k, - ~1(8) 
Setzen wir nun die Beziehungen (9) in (31) ein, so erhalten wir 
6D, = — A;;* 6D; — By; Kix: OD;, 
OM, Fri K;; dD; = O70; = Ay; Key oD; 
und wenn wir die erste Gleichung umbezeichnen: 
6D; = — (Aj, + Bix Kyi) oD, 


und in die zweite einsetzen: 
Ky (Aji st By Ka) OD, = (—CH, Ap Kn): oD, 
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also schlieBlich 

(Csr + Ags Kyi + Kis Asx + Kis Bin Kei) 0D, = 9. (33) 
Diesmal crhalt man die allgemeine Knickbedingung in Form einer dreireihigen 
Determinante: 

Onn + Ags Ky, + Ki; Ann + Bis Bye Ka] = 0 (34) 
und man erkennt, wie einfach sich die gewdhnliche ebene Knickbedingung eines 
beiderseits elastisch eingespannten Stabes unter Druckbeanspruchung nun im all- 
gemeineren raumlichen Fall durch die tensorielle Schreibweise in der Gl. (34) wider- 
spiegelt. Die ebene Knickbedingung lautet bekanntlich (k4, ky, Einspannziffern, 
man vgl. Anm. 2): 


° j : kackp 
b + Os (ka + kx) + Oy “2% =. 


3. Der Durchlauftrager unter axialer Beanspruchung. Steifigkeits- 
methode. 


Nach den eben abgeleiteten Ergebnissen iiber den Einzelstab mit beliebigen raum- 
lichen elastischen Einspannungen an den Enden und dem Begriff des Steifigkeits- 
tensors K;; einer Anzahl von Stiitzstaben, welche an einem Knoten angreifen, ]aBt 
sich die Steifigkeitsmethode der ebenen Stabwerke fast woértlich und auch formel- 
maBig auf raumliche Probleme iibertragen, wenn man sich nur konsequent der 
tensoriellen Schreibweise bedient. Wir betrachten zwei aufeinanderfolgende ‘Teil- 
stabe des Durchlauftragers (Abb. 1), welche durch (n — 1) bzw. (n) signiert seien. 
Kine raumliche infinitesimale Verdrehung des Stabendes B, _,, gegeben durch den 

(n—1) 
Drehvektor 6D, (der Querstrich zeigt immer an, daB es sich um ein Stabende, 
(n—1) 

X, == 1, handelt), induziert ein Aktionsmoment auf den Stab, gegeben durch OM, ; 
und zwischen beiden Vektoren bestehe der Zusammenhang 

(n—1) (n—1) (n—1) 

OM, = S;;° 6D;, (35) 

(n—1) 

wobei wir S;; als ,,AnschluBsteifigkeitstensor“ bezeichnen. Dieselbe Drehung 
ruft in der Gesamtheit der Stiitzstabe ein resultierendes Moment 


(Ay) (Ay) (An) 


hervor und aus beiden folgt fiir das Anfangsstiick des Stabes (n) 
Gt td) (n) in=1), | (4p) (n) 
OM, + 6M, + 6M, = 0, OD, = 01) == 0D... 
das heiBt 
(n) (M—1)  (4p)\ @) 
OM = ae ee ey (37) 
Nach den Formeln (31) gelten dann fiir das untere Ende des Stabstiickes (n) 
: Mn) (n) (n) (m) /(M—1) (Ay) (n) 
0D, = Ay 6D ot Eee ae ee F 
(n) (myn) () (@—1) (dy) (n) (38) 
OM, = = Cy," 0D uz Sin + K,) * OD; 


ae) 
und fir den ,,weitergeleiteten Steifigkeitstensor® S;, 
Oye ee 
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folgt also, nachdem man zuerst die erste Gleichung von (38) wieder umbezeichnet hat, 


(n) (n) (n) (n—1) (Ay) (n) 
OD; ail Ve =F Bix Sri + K.) oD, 
und in die zweite eingesetzt hat, 
(rn) [(n) — (n) (n—1) (Ap) (nr) 
S;; Wie i B,, (Si, K.,)| » 0D, = 
(n) (n)  ((n—1) (Ay) (n) 
= lo. a Hie Ser or x, OD, 
oder abgekiirzt 
(nm) (n) (n) (n) i) “W_, 
ee gen, be Se, Vag (40) 
mit 
(n) (n) (mn) ((m—1) (Ay) 
Behe ais Aeclias oe (41) 
(n) (nm) ((@@—1) (Ay) 
Vii <5 Ann =F Bir | Sr1 ae KR) 


Die Analogie mit den speziellen Formeln der ebenen Stabwerkstatik ist vollkommen. 


(0) 
Fiir den Anfangsstab (1) ist insbesondere S;; = 0 (Nulltensor) und daher 
(1) (1) (1) (Ay) 
a aa OL Ba EES Gh.) 
42 
: a) (1) (1) (Ay) eo 


Vin = Aj, at Bix Kyi: 


Rechnet man vom anderen Ende des Durchlauftragers her, so erhalt man unter der 


(n + 1) 
Voraussetzung, daB der AnschluBsteifigkeitstensor S;; bekannt sei, fiir den weiter- 
(n) 
geleiteten Tensor S,,; 
(n) ‘(n+ 1) (An 41) (n) (n) (n) (n) Ga) (n) | 
Aix al, ge |. Bal ‘Si. = le eased gieegee Aj, (43) 
oder abgektirzt 
(n) (n) (n) (n) -1 
Vint Set = Xin, d. h. S.. = Mee Cir, (44) 
(n) (n) 
wobei X;, und Y,, die Klammertensoren von (43) bedeuten. 
Am Knoten A, mu, wie bereits schon bemerkt, gelten: 
(m—1) (Ap) (n) 
das heiBt 
((n—1) (Ay) (n) (n) 
| Sige Boe galt 6D; = 0 
und die Knickbedingung lautet deshalb 
(w—1) (Ay) (n) 
Sy Aa Sy hee: (45) 


Indifferentes Gleichgewicht tritt bei der kritischen Druckkraft P, gleichzeitig 
an allen Knoten ein. Man kann deswegen irgendeinen Knoten herausgreifen und die 
Knickbedingung dafiir anschreiben. _Die Rechenvorschrift ist nun einfach: Man 
berechnet zuerst die Steifigkeitstensoren der einzelnen Gruppen von Sttitzstaben, 
ferner fiir jeden Teilstab die besonders einfachen Tensoren A,;, B;;, C,;, und zwar 
fiir eine gewahlte erste Naherung der kritischen Druckkraft ‘ K, 1 Pee kann man 

nN 
nach den Formeln (40) bzw. (44) die weitergeleiteten Tensoren S;; bzw. S;; ermitteln, 
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indem man ecinmal vom oberen Ende des Durchlauftragers ausgeht und das andere 
Mal vom unteren Ende. Ist an einem beliebig herausgegriffenen Knoten die Deter- 
minante nach (45) ungleich Null, so ist eine bessere Naherung Px ;; anzunehmen usw. 
Einfache grobe untere bzw. obere Schranken fiir die kritische Druckkraft Px erhalt 
man in bekannter Weise, wenn man vollkommen gelenkige Lagerungen in jedem 
Stiitzknoten bzw. vollkommen starre Einspannungen annimmt und jeden Teilstab 


fiir sich betrachtet. Z. B. kann man die Knickbedingung fiir den letzten Knoten Ay , ; 
(N +1) 


anschreiben, wenn der Durchlauftrager aus N Teilstaben besteht. Dort ist S;; = 0 
und die Knickbedingung lautet also 
(W) (4y +1) 
ig ery ee (46) 


(Hingegangen am 18. Januar 1949.) 


Freie und erzwungene nichtlineare Schwingungen 
von Mehrmassensystemen*. 


Von A. Slibar. 
Mit 8 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wird ein Naherungsverfahren zur Analyse von nichtlinearen Schwingun- 
gen von Mehrmassensystemen eingefiihrt. Das erste Integral der Bewegungsgleichungen bestimmt 
sich als Subnormalenkonstruktion der Geschwindigkeits-Weg-Kurven. Es liefert, da die 
Approximation durch Kriimmungskreise erfolgt, recht gute N&aherungen. Die Anwendbarkeit 
des Verfahrens ist an keine besondere Form von Dimpfung, Rickstellkraft oder erzwingende 
Kraft gebunden. 


Summary. The paper gives a method for the approximate solution of nonlinear vibrating 
multi-masse systems. The first integral of the equations of motion is found by construction of 
subnormals. The process gives a good approximation on account of using the radius of curvature. 
The use of the method is not bound to special forms of damping, spring-law or external forces. 


Résumé. On indique une méthode pour déterminer des solutions approximatives d’un systéme 
oscillant non-linéaire 4 plusieurs masses. On détermine Vintégrale premiére des équations du 
mouvement par construction des sous-normales. Cette méthode permet une bonne approximation 
grace 4 l’emploi des rayons de courbure, et son emploi n’est pas limité 4 des genres particuliers 
d’amortissement, d’élasticité ou de forces extérieures. 


Einfitthrung. 


Ist die Federkennlinie oder Charakteristik eines schwingenden Systems eine Gerade, 
hat also die Bewegungsgleichung die Form 


mitdet+oa={i., (1) 


so nennt man die resultierende Schwingung ,,linear“. 
Lautet das Bewegungsgesetz 


mi +b (ae ole) a=, (2) 


so wird die entstehende Schwingung als ,,nichtlinear“ oder ,,pseudoharmonisch“‘ 
bezeichnet. Die Federkennlinie eines nichtlinearen Systems kann gekriimmt, mit 
einem Knick, allenfalls auch mit einer Unstetigkeitsstelle behaftet sein. Festzustellen 
ist, daB auch die Bewegungsgleichung eines Schwingers mit vom Ausschlag abhangiger, 
veranderlicher Masse, also von der Form 
: ; 0 

m(z)%+be+oa={ry (2 a) 

durch Division durch m (x) auf eine Gl. (2) entsprechende Form gebracht werden kann. 
* Herrn Prof, Dr. E. Melan zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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Bei den meisten technischen Anwendungen (Werkstoffen) ist die Federkennlinie 
(Spannungs-Verformungs-Linie) fiir kleine Ausschlage (Verformungen) aus der 
spannungslosen Lage linear und weicht erst fiir groBere Auslenkungen (Verformungen) 
aus dieser Lage von der urspriinglichen Tangentenrichtung nach oben oder unten 
ab. Im ersten Fall spricht man von ,,iiberlinearer‘‘, im zweiten von ,,unterlinearer“ 
Schwingung!. 

Die kennzeichnenden Kigenschaften des harmonischen Schwingers, also: 

Isochronismus, das heiBt vom Schwingungsausschlag unabhangige Eigenfrequenz, 

Superpositionsgesetz, das heiBt Uberlagerung der freien und erzwungenen Schwin- 
gungen, * 

Resonanz, das hei®t Aufschaukeln der Ausschlage bei Ubereinstimmung der 
Erregerfrequenz mit der Kigenfrequenz bei nicht oder schwach gedampfter Schwingung, 

Unabhangigkeit der Phasenverschiebung von den Anfangsbedingungen sind beim 
nichtlinearen Schwinger nicht oder nur beschrankt vorhanden?. 

Als haufigste Falle nichtlinearer schwingender Systeme sind Anordnungen mit 
Spiel, mit vorgespannten Federn, mit bei Auslenkung steifer werdenden Federn 
(Bibby-Kupplung, Ringfederkupplung?) und schlieBlich alle Konstruktionen aus 
Materialien, die nicht dem Hookeschen Gesetz gehorchen, wie z. B. Gummi, Leder, 
GuBeisen und Zement, zu nennen. Steigende Verbreitung findet der nichtlineare 
Schwinger im Tilgerbau, da er auf Grund seiner schwingungstilgenden, Resonanz 
verhiitenden Higenschaften vielen bishec iiblichen Konstruktionen itiberlegen ist. 
Von Resonanz im tiblichen Sinne kann bei nichtlinearem Schwinger tiberhaupt nicht 
gesprochen werden, da an Stelle einer bestimmten Higenfrequenz, weil diese mit 
dem Ausschlag veranderlich ist, ein Eigenfrequenzbereich auftritt. Bei den iiber- 
linearen Schwingern steigt die Eigenfrequenz, bei den unterlinearen sinkt sie mit 
gréBer werdendem Ausschlag. Bei allen nichtlinearen Schwingern ist somit eine Anzahl 
moglicher Schwingungszustande, eben innerhalb des genannten Eigenfrequenzbereiches, 
gegeben. 

‘K. Maier* hat durch eine Reihe von Versuchen nachgewiesen, dal die beim 
nichtJinearen Schwinger auftretenden Eigenschaften nicht etwa auf Reibungsverluste 
innerhalb der nichtlinear schwingenden Teile des Systems, sondern gerade auf die 
Nichtlinearitaét ihrer Kennlinien zurtickzufiihren sind. Weiters wird in der genannten 
Arbeit gezeigt, daB die Wirksamkeit der Tilgung vom Verhaltnis dec linear schwingen- 
den zu den nichtlinearen Bestandteilen einer Anordnung abhangt. 

Die Behandlung des nichtlinearen Einmassensystems ist bekannt. Fiir eine gewisse 
Gruppe von Riickstellkraftfunktionen hat G. Duffing in einer grundlegenden 
Arbeit® die freien und von einer erzwingenden Kraft (P = k- sin wt) resultierenden 


1 1. Cremer: Untersuchungen tiber Energiebilanz und Phasenlage bei nichtlinearen Systemen 
an Hand der periodisch geschwenkten Rollbahn. Forsch. Gebiete Ingenieurwes., Ausg. A 12. 


226—236 (1941). 

2 J. Geiger: Technische Schwingungslehre. Berlin: Springer-Verlag. 1927. — 8S. Timo- 
shenko: Schwingungsprobleme der Technik. Berlin: Springer-Verlag. 1932. — K. Klotter: 
Einfihrung in die Technische Schwingungslehre. Berlin: Springer-Verlag. 1938. — J.P. den 
Hartog: Mechanische Schwingungen. Berlin: Springer-Verlag. 1936. — E. Lehr: Schwingungs- 
technik, Bd. II. Berlin: Springer-Verlag. 1934. — K.W. Wagner: Einfiihrung in die Lehre von 


den Schwingungen und Wellen. Wiesbaden: D. V. B. 1947. 

3G. Altmann: Drehfedernde Wellenkupplungen. Kvraftfahrtechn. Forschungen, H. 6. 
Berlin: VDI-Verlag. 1937. 

4K. Maier: Begrenzung von Resonanzdrehschwingungen durch einen Schwinger mit ge- 
kriimmter Federkennlinie. Luftfahrt-Forsch. 18, 18—23 (1941). 

5 G. Duffing: Erzwungene Schwingungen bei veriinderlicher Eigenfrequenz und ihre technische 
Bedeutung. Sammlung Vieweg, H. 41/42, 8. 25—47. Braunschweig. 1928. 


400 A. Shbar: 


nichtlinearen Schwingungen mit Hilfe der WeierstraBschen p-Funktion bestimmnt. 
A. Weigand® hat einen der Zahlenrechnung besser zuganglichen Weg mit Hilfe 
der elliptischen Funktionen von Jacobi abgeleitet. AuBSerdem wurden von einer 
Reihe von Autoren verschiedene graphische und numerische Lésungsmethoden fiir 
nichtlineare Einmassensysteme angegeben’. 

Die Behandlung der freien Schwingungen des nichtlinearen Zweimassensystems 
ist fiir die gebrauchlichen Anordnungen durchgefiihrt®. 

Im folgenden wird ein Verfahren angegeben, das auf tibersichtliche und einfache 
Weise Naherungslésungen fiir das nichtlineare n-Massensystem, bei beliebigem 1, 
liefert®?. Es kann durch Iteration beliebig verscharft werden. Haufig sind dem 
Konstrukteur Federkennlinien auch nur graphisch gegeben, so daB er zwanglaufig 
auf eine zeichnerische Lésung ver- 
wiesen wird. 


Allgemeiner Lésungsgang 
fiir dasfreie, gedampfte 
Dreimassensystem. 


Kinfiihrend sei das Verfahren 

an einem nach Abb. | gestalteten 
System der Behandlung zugrunde 
gelegt. 
I Z In vielen Fallen werden Sy- 
steme mit mehr als drei Massen 
durch Einfiithrung von Ersatz- 
massen nach bekannten Verfah- 
ren’? auf Dreimassensysteme zu- 
rickgefiihrt werden kénnen. 

Die Dampfung sei im vor- 
gelegten System der Relativgeschwindigkeit zwischen den einzelnen Massen pro- 
portional. Fiir die freie Schwingung gilt: 


29 -Lig 2-2; L3q-L29 2-2; 


Abb. 1. Nichtlineares Dreimassensystem. a) Anordnung 
des Systems. b) Federkennlinien. 


M, L, + M, L, + Mz, Xe = (mM, + my + mz) & = Const: (3) 

Die Federkraft der Feder I hangt von der Relativverschiebung der beiden Massen 
mM, (%_— x, —I1,) und m, ab, wenn |, die ungespannte Lange von I ist. Sie ist 
abkiirzend mit 

6’ A. Weigand: Die Berechnung freier nichtlinearer Schwingungen mit Hilfe der elliptischen 
Funktionen. Forsch. Gebiete Ingenieurwes., Ausg. A 12, 274—284 (1941). 

7 J. Geiger: Mechanische Schwingungen und ihre Messung, 8. 23—33. Berlin: Springer- 
Verlag. 1927. — KE. Lehr: Schwingungstechnik, Bd. IT, 8. 336—367. Berlin: Springer-Verlag. 
1934. — K. Klotter: Kinfithrung in die technische Schwingungslehre, Bd. I, S. 98—115. Berlin: 
Springer-Verlag. 1936. — 8. Timoshenko: Schwingungsprobleme der Technik, 8. 82—105. 
Berlin: Springer-Verlag. 1932. — J. P. den Hartog: Mechanische Schwingungeu. Berlin: Springer- 
Verlag. 1936. — E. Braun: Uber die graphische Lésung der Differentialgleichung der erzwungenen 
Schwingungen bei beliebigem Gesetz fiir Dampfung, Riickstellkraft und Antriebskraft. Ingenieur- 
Arch. 8, 198—202 (1937). — F. Séchting: Freie, erzwungene, gedampfte Schwingung mit nicht 
linearer Federkennlinie des Systems mit einem Freiheitsgrad. Osterr. Ingenieur-Arch. 1, 382—389 
(1947). — Th. Zech: Zum Abklingen nicht linearer Schwingungen. Ingenieur-Arch. 13, 21—33 
(1942/43). 

8 A. Slibar: Pseudoharmonische Schwingungen von Ein- und Zweimassensystemen. 
Maschinenbau u. Warmewirtsch. H. 1 (1949). 

® Uber eine Erweiterung der Anwendung siehe A. Slibar: Schwingungen von parallel ge- 
schalteten bzw. verzweigten Maschinen mit nichtlinearen Gliedern. Zs. M. u. W., 1950. 


10 B. Frank: Abgekiirzte Drehschwingungsrechnung mit Hilfe der Ersatzmasse und Ersatz- 
kraft. Ingenieur-Arch. 10, 371—394 (1939). 
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die der Feder II durch ean bl ete = 
P, = fe (X3 — 2p) (4’) 
gegeben. Die Bewegungsgleichungen lauten: 
m, %, — fy (%, — 2) + b, (4%, — #,) = 0, 
Ms X + fy (%_— a) — by (%, — 2) — fr, (43 — X_) — by (Xs — 42) = 0, (5) 
Ms ts + fp, (%3 — Xe) + by (ag — wp) = 0. 


Dabei bedeuten 6, (%, — «,) den Wert der Relativdampfung zwischen erster und 


zweiter und b, (x3 — w,) den Betrag der Dampfung zwischen zweiter und dritter Masse. 
Mit der Substitution 


bas Gein Uddin y= zs, 


folgt nach Division durch die einzelnen Massenfaktoren m,, m, und m, und nach 
Subtraktion der ersten von der zweiten und der zweiten von der dritten Gleichung: 


Et (a tajh@te(f-+Z)é—phin—Ba=o, 


) 

Ms 2 Ms { (6) 
- 1 l 1 pee bile ( 
4 + (= F mz) fo (0) be (3 + ak ae S f(é)=0. | 


Die Gl. (6) stellen zwei gekoppelte Differentialgleichungen dar, die nach Umformen mit 


dy 


ete Min 
es eS und he 


beim Ubergang zu endlich kleinen GréBen Aé, AE baw. An, An in die Beziehungen 


e e Py } 
46 —-—(L+2)\no+nd+ thot oa| 

i EU, it \ (6") 
Age = (5 + a (fe (4) + 62%] 4 ae me fi (€) | 


tibergehen. Eine exakte allgemeine Lésung der Differentialgleichungen (6) diirfte 
fiir beliebige Formen der Funktionen /, bzw. f, kaum moglich sein. Aus (6’) ist jedoch 
eine einfache Bestimmung der Funktionen 

&é=§(é) und 4 =7(y) (7) 
auf graphischem Wege durch gekoppelte Behandlung beider Gleichungen méglich. Aus 


Z AE 5 An 
Seay, Fa: 1 he 
folgt 
AE é 
SS 8 
An n° ( ) 


mit welcher Beziehung bei zeichnerischer Lésung zu einem angenommenen Wert 4é 
bzw. An das zugehorige 47 bzw. Aé bestimmt werden kann. Fiir die freie Schwingung 
des Systems kann nun, wenn die Anfangsgeschwindigkeiten zweier Massen gegeben 
sind, die Bestimmung der dritten Geschwindigkeit nach 


M, LZ, + Ms, % +m, x; = 0 (3) 
erfolgen. Die schrittweise Bestimmung der Funktionen (7) kann unter Beachtung 


von (8) nach den Gl. (6’) durchgefiihrt werden. Es stellen die linken Seiten von 
Gl. (6’) die Subnormalen der Funktionen (7) dar. 


Tngenieur-Archiv IV, 5. 26 
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In Abb. 2 mégen dabei & und 7p die Lagen, £, und 7, die Relativgeschwindigkeiten 
der Massen zur Zeit t = 0 angeben. 
Mit dem so bestimmten Verlauf der Kurven & (€) und 7 (y) ist leicht die dazu 


: : 1 1 3 ; ; 
reziproke Funktion e bzw. -—~ zu zeichnen. Die Schwingungsdauern von m, gegen m, 
7 


bzw. von m, gegen m, kénnen mit Hilfe von 


€ max rs max 


Smax na i 
' d 
HEAD N ES OWN oo este ate oe 2 ae (9) 
gm 
Eo’ now 


bestimmt werden. Eine Verbesserung, das hei8t genauere Werte liefert das Verfahren 
bei Einschaltung sogenannter Halbschritte™ oder die Verwendung der Krimmungs- 
kreise *, deren Mittelpunkte 
die Schnittpunkte benach- 
barter Subnormalen liefern. 

Die weitere Auswertung 
von (9) kann sowohl zeich- 
nerisch als auch numerisch 
durchgefiihrt werden. Vorteil- 
hafter diirfte der erstere Weg 
sein, da bei Benutzung einer 
arcsin-Teilung nach Abb. 3 
der Kurvenverlauf in vielen 
Fallen nicht stark von einer 
Geraden abweichen wird. 
Abb. 2. Schema der Konstruktion der Geschwindigkeits-Weg- Aus Abb. 3 kann bei sym- 

Kurven mit Hilfe der Subnormalen. metrischer Federkennlinie die 

Dauer einer Viertelperiode 

der Relativbewegung als Ordinatenwert fiir die beiden linken bzw. rechten Massen 
abgenommen werden. 

Ist die Federkennlinie nicht symmetrisch, so ist die Durchfiihrung des Verfahrens 
tiber eine weitere Viertelperiode der beiden linken 
L bzw. rechten Massen durchzufiihren. 

8 Ist der Wert der Anfangs- bzw. End- 
+——t | geschwindigkeit zweier Massen zueinander, also 
| z. B. 7) = 0 bzw. Vy = 0, so nimmt die Funktion 


Vo = + baw. Yr = + den Wert co an. Der 
No Ub 9} 

| = Grenzwert der Subnormalen wird in diesen Punk- 

aa : 11 ten zum Kriimmungsradius und es kann der 

a2 0¢ 06 ~E 48 095 10 Kriimmungskreis der Funktion (7) in der Aus- 

Sea gangs- bzw. Endstellung gezeichnet werden 

Abb. 3. Zeit-Weg-Kurve bei Verwen- (Abb. 2). Bei Bentitzung eines Diagramms nach 

dung einer are sin-Teilung. Abb. 3 kann auch mit einem kleinen Wert At 

begonnen oder knapp vor Nullwerden von 7 

im Endausschlag die Konstruktion abgebrochen und iiber das kleine Intervall A; 

gleichférmige Beschleunigung bzw. Verzégerung angenommen werden. Die Zeit_ 

Ausschlaglinie wird damit eine annahernd geradlinige Fortsetzung erfahren kénnen _ 

Zur Einschaltung von Halbschritten siehe z. B. E. Kamke: Ditterentimal@eh neem 


Lésungsmethoden und Lésungen. I. Grow olute ie  Differentialgleichungen, 2s AULL.. Osn LOS. Leipaigs 
Akad. Verlag Becker u. Erler. 1943. 
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Anwendungen. 


a) Freie, ,gedampfte Schwingung des Dreimassensystems bei Feder- 
kennlinie mit Spiel. 


Zur Erlauterung des vorstehenden Verfahrens sei die Anwendung an einem nach 
Abb. 4a ausgebildeten System (Wagenkupplungen) gezeigt. Die zugehdrigen Feder- 
kennlinien mégen nach Abb. 4b verlaufen. 


Ist die Dampfung proportional den Geschwindigkeiten der einzelnen Massen, 
haben also die Dampfungsgesetze die Form 


R,* oz b, Dy, E* = b, Lo, R,* eat bs 3, (10) 


Abb. 4. Dreimassensystem bei Federung mit Spiel. a) Anordnung des Systems. b) Federkennlinien. 
wenn 6,, b, und 6, die Dampfungsfaktoren sind. Erwahnt sei, da eine den einzelnen 
Massen proportionale Dampfung 
RY =fim, Rk, =f, m:, RK; = fs ms; (11) 
mit genau gleichem Rechenaufwand analog zu behandeln ware. 
Die Bewegungsgleichungen des gegebenen Systems lauten fiir x) + > Te a oe 


s 


My, X + Cy (x20 X10 >) a Pee )| + 6, %,=0, 


+ by Lp + Cz [ (239 X09) (Xs Xy)|] = 0, 


Ms Hz — Cy [(X39 — Loo) -—— (X3 — Xq)] + Ds Xz + Cy (4g — gq) == O. 


) 
Mo oe eae Cy (220 X19 4 (2, | | (12) 
J 


Als Anfangswerte seien zur Zeit t = 0 
Uy = Vy, Xz = Fy, Le = Xo GION to Nae ee er ae eae Py = Cag == 0) 

gegeben. Die Masse 1 durchlauft das Wegstiick s/2 federkraftfrei und mit der Anfangs- 
bedingung 2, = 24) ist die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt des Auftreffens auf Feder II 
gegeben. Die Beriicksichtigung der Dampfung auf dem Wegstiick s/2 kann mit Hilfe 
des Arbeitssatzes erfolgen. Eine Reduktion der Gl. (12) auf zwei gekoppelte Differential- 
gleichungen kann -nicht ducchgefiihrt werden, da auch federnde Glieder auSerhalb 
der drei Massen am System angeordnet sind. 


Die gleichen Umformungen wie im vorigen Abschnitt liefern 
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. 1 
sy Ay Cy 8 Cae 
Hy Aa, My (20 X19 4 (Xp vs) ‘My Uy, | 
LEP : be 
== x x 
Ly is My [(%39 — Wao) — (#5 2) ] tM, 2 a L aza) 
Gy 8 j 
ae hy, (#20 X10 >) (25 a)|, | 
. Aa, € Doman: ¢ 
X3 AE, Sait is (%3 —— go) a X37 cm [(%sq — 29) (v3 — 22)]. j 
Mit diesen Bestimmungsgleichungen der Subnormalen der Kurven 
= %1(%), Ly = %y (XQ), Xs = Ly (3) (13) 
und den Beziehungen 
wy Ax, Ty AX, oy Ax, (14) 
Te Ad,’ te Aas’ Ai Aus 


konnen die durch (13) dargestellten Funktionen schrittweise gezeichnet werden (Abb. 2). 
Die Einzelschwingungszeiten ergeben sich fiir die Viertelperiode zu 


aE ; et ) 
12 v9 E 
t / § Bi dx, : § it yy Aa, te =a di, 3 Nt As 
a a { 5 =; a Meas a . = 7 ns 
2 X10 Ly 2 X45 Ly Uo Ly 
to + 8/2€ ae Tae a i” l J 
ALE ( (15) 
3 E 
Gi, Aa 
ts = — — . 
Ms Pe Xs 
x 
Xa0U 30 J 


Zur Bestimmung der Gesamtschwingungsdauer der Masse 1 ist die Bewegungs- 
gleichung fiir das Auswandern dieser Masse nach links zusatzlich zu behandeln. Sie 
hat die Form 


My, Ly + Cy (210 =| x, + byt, = 0. (16) 


Gl. (16) kann entweder nach bekannten Verfahren oder nach gleicher Behandlung 
mit Umformung 


ss toads} 7 8 . 
ae Po Ta a" es) oa a by &y 
ausgewertet werden. Die Zeit einer Halbschwingung ergibt sich zu 
it x tt 
1E 
7 8 dx s Ax y 
tf eee ee a = (17) 
2 X19 0 a X79 iy ee il 


Ly — 8/2 
Dabei bedeutet x,,'" der GréBtausschlag von Masse 1 nach links und kann bei ge- 


gebenen Anfangsbedingungen mit dem Arbeitssatz bestimmt werden. Die Schwingungs- 
dauer der Halbperiode von m, ergibt sich zu 


ie Be (18) 


12 Siehe angegebene Verfahren FufSnoten 5 bis 8. Berichtigung: In der Arbeit FuBnote 8 soll 
Gl. (12) lauten mit &,) + 0 


+ (E11 — Cg §11/b m,)? + cos (Vb +t +n) + res 


. E,2 
é ied 
b My 


1 —- 


bzw. die Lésung (13) 


&, = VE,2/o? + &,.2 + cos(ot +9) und damit T= 2( +t") +7. 
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b) Erzwungene, gedampfte Schwingung des Dreimassensystems bei 
vorgespannter Feder. 


Anordnung A. Es sei ein nach Abb. 5a schematisch darzustellendes System 
gegeben, die zugehérigen Federkennlinien mégen den in Abb. 5b festgelegten Verlauf 
haben. Hat die an Masse 3 (zwischen den Federn III und IV) angreifende Storungs- 
kraft die Form 


P= P,° sin (of + 2), (19) 
my G 
at A MA uy 
AM AL | Y 
Lg 7 


-[e-L2) 


(22 I) 


E 
Abb. 5. Dreimassensystem mit vorgespannter Feder. a) Anordnung des Systems. b) Federkennlinien. 


so lauten die Bewegungsgleichungen: 


Mie hy Cz hy yg) ep Cg [(Lq = 21) — (oq — 219) ] — O24, } 
My Ly = Cz [(%z — Xp) (X39 — Xgo)] — Ce [(%_ — 1) — (eq — %y9)] — by Xo, | fe 
Wiles: (20) 
Ms Lz = — Cg [(%3 — Xz) (X39 Lo) | C4 (%3 —— %gq) — 

— Cy — b3 %, + Po: sin (wt + x), j 


woraus nach Umformung 


ay oe = - (2% — Xo) 4 i [(%2 — X41) — (A%a9 — Xo) J Es ©, 
fig Gt = 8 [05 — 24) — (59 — 2) — 
— 2. [ey — 21) — (9 — %0)]— GP Fe p20) 
ag a ada - [(%3 — %g) — (X39 — Xa) ] 
£1. (apg — tq) — G8 — Oe deg + 2 sin (ot + x) 


folgt. In (20) bedeuten dabei ¢,, cz, c; und c, die einzelnen Federkonstanten, Cy, den 
Betrag der Vorspannung der Feder IV und 6,, 6, und 6, die Dampfungsfaktoren. 
Mit Hilfe der Beziehungen 


Ty bad Ax, Ze Ly Ax, Ly abe AX, (14) 
Do Aa,’ ty Vata ts Ax 
und 
ee ai aids (21) 


Ly %, + aug 
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kann die Bestimmung der Funktionen x; = %;(x;) bei gegebenen Anfangswerten 

durchgefiihrt werden. Die Werte der zu jedem Zeitpunkt wirkenden Stérungskraft 

errechnen sich aus (19) bei Beachtung von (21). Die Bestimmung der Schwingungs- 

dauern wird entsprechend dem in den vorigen Abschnitten gezeigten Verfahren durch 
Bildung von 


erreicht.. 

Anordnung B. Ist bei vorgespanntem 
-Federglied eine Anordnung nach Abb. 6 gegeben, 
Abb. 6. Dreimassensystem mit vorge- SO ist die Behandlung nicht in der oben an- 

spannter Feder. gegebenen Weise moglich. Da wieder gedampfte 
Schwingung vorliegen soll, wird sich die Durch- 
rechnung iiber einige Hin- und Riicklaufe der einzelnen Massen erstrecken. Sie kann 
entweder ohne Beriicksichtigung des Energieverlustes, welcher durch Aufprallen der 
Masse 3 eintreten wird, erfolgen (also bei angenommenem Stofkoeffizienten eins), oder 
in der Weise, daB bei bekann- 
ter Werkstoffzusammenstel- 
lung und bekanntem StoB- 
koeffizienten eine Korrektur 
der Stérungskraft derart 
durchgefiihrt wird, da8B in 
sie der zu erwartende Riick- 
stoBwert eingerechnet wird. 
Die Bestimmung der Kraft- 
gréBen kann nach bekann- 
ten Verfahren’? durchge- 
Abb. 7. Nichtlineares, gedampftes n-Massensystem. fiihrt werden. 


Erzwungene, gedampfte Schwingungen des n-Massensystems bei nicht- 
linearer Federkennlinie. 


AbschlieBend sei die Anwendbarkeit des eingefiihrten Verfahrens bei Analyse 
eines n-Massensystems, bei beliebigem n gezeigt. Die Anordnung sei nach Abb. 7 
durchgefiihrt. Die Storungskraft von der Form P = k- sina, ¢t greife an der p-ten 
Masse an. Weder ihre Form noch ihr Angriffspunkt sind fiir die Durchfiihrung des 
Verfahrens von Bedeutung. 

Bei Durchfiihrung ist zur Bestimmung der einzelnen Wegelemente A&é; die Ab- 
hangigkeit der Zeitabschnitte At zur Berechnung der einzelnen Werte 

. Aé, 

gs AS 
zu beachten. Mit diesen Zeitabschnitten Ai ist die GroBe der zu diesem Zeitpunkt 
wirkenden Stérungskraft zu bestimmen. Umgekehrt ist bei Annahme von Aé die 
zugehorige GroBe von Ag; aus Gl. (22) bei gegebenen Anfangsbedingungen mdglich. 
Kine weitere graphische Summierung wird bei Behandlung der erzwungenen Schwingung 
nicht nétig, so daB der Rechnungsgang nicht wesentlich umfangreicher wird. 
Werden die Federkrafte als Funktionen der Relativverschicbung mit 


(22) 


‘8 Zur Berechnung der StoB®kraft siehe z. B. K. Wolf: Lehrbuch der Technischen Mechanik 
starrer Systeme. Wien: Springer-Verlag. 1931. — F. Berger: Das Gesetz des Kraftverlaufes 
beim Stof’. Braunschweig: Vieweg. 1924. 
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Ry =f, (#,— 2), Ry = f, (#3 — a)... Ry = fy (Xp 41 — Bp)... 


Bay = tno (Lp — Bn—4) (23) 
und die Dampfungen mit 


D, = 6, (x, — 2), Dy Ose 0s). Dy = b5 (Zp a1 — Fp) 


Ont oe On 4 ee ay (24) 
bezeichnet, so erhalten die Bewegungsgleichungen die Form: 
We fi (La ty) — Oy (ty — 2) =0, H 


Ms X_ + hi (Lp — 2) — fy (%3 — 2) + 6; (%,-— 2) — 0, (ws tig) = 0, 


My Ly ais (Sel (Xp ~ ak Lp —1) eli ee ies Lp) Ogos CS Gey) aa 


On (Zp 41 — Lp) = k- sin wy -t, 3 (25) 


Mn 4 Xn 9 ined Ose Oe oars pee (i Cae) eS 
= ras (ter ae ae) as, Ont (Zn aa Ln —1) = 0, 
My Ly art ean i aa) Oe a (2 ek a} = 0. 


Durch Subtraktion der ersten von der zweiten und der p — 1-ten von der p-ten Gleichung 
und Substitution der Ausdriicke 


E, = (4%, — x); é, = (%_— 4%), &, = (X_ — 4), H 
Ey ay (%3 — 2g), b, ae (Z3 == 25); &5 a (Xz —= 29); | 
: ; peat MES Batead 3) 
ee re (Xp a= fas Lp)s 5 a (Xp +1 Ly) 5 sr (Zp a eee Ly), 
OF ie peas ee eae ee Cs = Wiel é4= p= pee) J 


in das neue, um eine Gleichung verminderte System und nach gleicher Umformung 
wie in den vorherigen Abschnitter folgt: 


AE 1 1 1 hab Sage ) 
by ie aes (=. a) fy (€4) (ae a ma b,°& +62. i, | my Te (Bae 
2 Aé, Tiseee eel 1 1 noe By a 
oo Ae, a7 (sg tg) fa (Ea) Iracst in |: ae Mo, by a + 
+ abs fs + a fs (Es) 
ee u 1 1 : 
Ga ae = iB a jarepiaaken a) (ee 2 see foe 
1 : 4 
ap a hozinlSoan) Mangas Rein Steal, (25°) 
» AE Tee 1 1 - 
‘> AE, a ra lie (55) be | ia) Bo oor 
1 1 1 ri . - Zaft fey 
+ ap to-1 (oa) Fagg fora (Sosa) Tam Oy 41 Sy 4a k+ sin Wpt, 
oi 1 1 l 1 Bi 
ban ot = — (Gt Ge) fra lb — [ey + a) Ow a bea + 
+5 bas (eye j 
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Zur Bestimmung der (x — 1) Funktionen &, = &; (;) ist die graphische Darstellung 
dieser _Kurven analog dem bei Behandlung des Dreimassensystems gezeigten Ver- 
fahren mit Hilfe der Subnormalenkonstruktion durchzufiihren. Nach Festlegung 
der erforderlichen MaBstabe ist mit den gegebenen Anfangswerten £1, &29,..., 


E ays « 5 Seam tyoe S10y S208 + ob voie © +) eee TOROS UGG, Mie yee dance folgende Wert 


der Subnormalen aus (25’) zu bestimmen und damit &; (;) festzulegen. Mitlaufend 
ist bei erzwungener Schwingung die Bestimmung der Werte Ai; nach At, = Aé,/é, 
erforderlich, um den jeweiligen Momentan- 
wert der Storungskraft an der p-ten Masse 
zu errechnen. 

Der gesamte Lésungsgang ist im we- 
sentlichen in Abb. 8 zusammengefaBt. Die 
Schwingungsdauern einer Viertelperiode 
ergeben sich als die Endordinaten in 
Abb. 8b. Wie bereits angegeben, kann 
durch Einschaltung von Halbschritten™ 
bzw. bei Verwendung der Kriimmungs- 
radien eine wesentlich gréBere Genauigkeit 
erzielt werden. 


é 


Zusammenfassung. 


Ks wird ein Verfahren zur angenaherten 
So Fas Oo 7 Analyse nichtlinearer Schwingungen von 
~~ tmz = 8 Drei- baw. n-Massensystemen entwickelt. 
Abb. 8. Schema des graphischen Lésungsweges. Die Behandlung der Differentialgleichun- 
gen wird graphisch durchgefihrt. Bei 
Anwendung besteht, wie an Beispielen gezeigt wird, weder eine Einschrankung auf 
besondere Federgesetze noch auf besondere Form der erzwingenden Kraft. 
Vorteilhaft wird die Anwendung des Verfahrens auf Systeme mit nicht analytisch 
gegebenen Federkennlinien sein. 


(Hingegangen am 8. Marz 1949.) 


Die Anwendung des Ultraschalles bei der Materialpriifung*. 
Von E. Skudrzyk, Wien. 
(Mitteilung aus dem Institut fir Schwachstromtechnik der Technischen Hochschule in Wien.) 
Mit 17 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit werden bekannte und neue Verfahren der 
Ultraschallmaterialpriifung und ihre praktischen Aussichten besprochen. Neben den akustisch- 
optischen Durchstrahlungs- und Echoverfahren zur Aufdeckung innerer Fehlstellen beginnen 
sich Schallgeschwindigkeits- und Schalldimpfungsmessungen durchzusetzen, die weitere Auf- 
schliisse tiber die innere Struktur und den Zustand der Bearbeitung liefern. Auch eine zerstérende 
Ultraschallmaterialprifung liegt im Bereich der Méglichkeit. Zur Erliuterung der Leistungs- 
fahigkeit der verschiedenen Methoden werden MeB8ergebnisse mitgeteilt. 


Summary. Both old and new methods of supersonic examination of materials are discussed 
in connection with their chances for practical use. Besides the methods for detecting internal 
falts by acoustic-optical penetration or echoing, the measuring of the sound velocities and of 


14 Siehe Fufnote 10. 
* Herrn Prof. Dr. E. Melan zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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the damping of acoustic vibrations begin to succeed and give more insight into the internal structure 
and the quality of the material working. It may be possible in the future to carry out a destructing 
supersonic test of materials. The author gives full data of some trials in order to explain the 
efficiency of the various methods. 


Résumé. L’auteur traite des procédés déj& connus et des méthodes nouvelles d’essai des 
matériaux au moyen des ondes ultrasonores et donne une perspective sur leur emploi pratique. 
A coté des procédés de diaphanéisation sonore et la méthode’ par echo pour déceler les défauts 
de la masse, les méthodes de mésure de la vitesse et de l’atténuation du son commencent a s’imposer, 
en permettant de nouvelles observations sur l’infrastructure et la qualité du travail. Aussi, une 
méthode d’essai, avec détérioration, au moyen des ondes ultrasonores nest plus hors de cause. 


Pour expliquer le rendement des différentes méthodes, auteur présente quelques résultats de 
mésure. 


1. Kinleitung. 


Die praktische Anwendung des Ultraschalles wurde durch die Katastrophe der 
Titanic im Jahre 1912 ausgelést; unter dem Eindruck dieses Ungliickes suchte man 
nach einer Méglichkeit, treibende Eisberge akustisch zu orten!. Die Versuche ver- 
liefen damals freilich erfolglos, da die abgestrahlte Schallenergie viel zu gering 
und die Schwachstromtechnik noch nicht geniigend fortgeschritten war. Die Er- 
zeugung ausreichender Schallintensitaéten gelang erst gegen Ende des ersten Welt- 
krieges mit Hilfe der von Langevin entwickelten Quarzmosaike. Sie wurden zur 
Aussendung kurzzeitiger Schallimpulse verwendet; aus der Zeitdauer bis zum Ein- 
treffen der Reflexe konnte man auf die Entfernung von Eisbergen oder anderen 
Hindernissen schlieBen. Auch die Wassertiefe lieB sich auf ahnliche Weise ermitteln; 
das damals von Behm entwickelte Tiefenlot gehért heute zur unerlaBlichen technischen 
Einrichtung eines Schiffes. Im Jahre 1927 wurden die ersten Ultraschallversuche 
auf medizinisch-biologischer Basis von Wood und Loomis angestellt. Es zeigte 
sich damals schon, da durch starke Ultraschallintensitaten Zellen zerrissen, Bakterien 
und Kleinlebewesen getétet werden kénnen. Im groBen und ganzen hat man sich 
aber auch in der Folgezeit nur der Untersuchung der physikalischen Higenschaften 
des Ultraschalles gewidmet. Man entwickelte optische Methoden zur Sichtbarmachung 
der Schaliwellen, untersuchte Beugung und Brechung, bestimmte Schallgeschwindig- 
keit und Schalldimpfung verschiedenster Stoffe?: ?. 

Im letzten Krieg wurde der Ultraschall in besonderem Ausma8 von den Kriegs- 
marinen eingesetzt: U-Boote verstindigten sich unter Wasser mittels Ultraschall- 
telegraphie, Ultraschall wurde zur Auffindung feindlicher oder gesunkener Schiffe 
verwendet. Die akustischen Torpedos wurden durch Ultraschall gelenkt, akustische 
Minen durch Ultraschall ausgelést. Gegen Kriegsende arbeitete die deutsche Marine 
an der Entwicklung von Verfahren zur Abbildung des Meeresbodens, von Minen und 
anderen Schiffahrtshindernissen durch Schallwellen. Die Materialprifung mit Ultra- 
schall wurde wieder aufgegriffen und verbessert. Im Zuge dieser intensiven Ultra- 
schallforschung wurden zahlreiche Ergebnisse und Erfahrungen gewonnen, die infolge 
der sich iiberstiirzenden Ereignisse entweder tiberhaupt nicht oder nur einseitig aus- 
gewertet werden konnten. Dieser kostbare NachlaB ist die eigentliche Ursache fir 
den ungewohnlichen Aufschwung des Ultraschalles in den letzten Jahren. 

Das Wesen der Erfolge des Ultraschalles beruht wohl darin, daB es mit verhaltnis- 
maBig geringen Mitteln moglich ist, Intensitaten zu erzeugen, die die eines Kanonen- 
schusses um das 1000- bis 100000fache iibertreffen. Die entsprechenden periodischen 
Schalldruckschwankungen erreichen so Tausende von Atmospharen. Die im Vergleich 
zum gewohnlichen Schall wesentlich kiirzere Wellenlange erméglicht die Erzeugung 


41 —. Hiedemann: Die Ultraschallforschung. Berlin: Walter de Gruyter & Co. 1939. _ 
2L. Bergmann: Der Ultraschall und seine Anwendung in Wissenschaft und Technik. 
Stuttgart: S. Hirzel Verlag. 1949. 
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von Schallstrahlen, die beispielsweise zur akustischen Durchstrahlung von Werk- 
stoffen verwertet werden kénnen; gegeniiber der Durchleuchtung mit Rontgenstrahlen 
fallt als wesentlicher Vorteil die geringe Schallabsorption der meisten Materialien 
ins Gewicht, so daB betrachtliche Materialstarken durchsetzt werden konnen. Die 
kurze Ultraschallwellenlange erméglichte ferner die Entwicklung einer der gewohn- 
lichen Optik verwandten Schalloptik, die eine Art ,,akustischer Abbildung™ gestattet. 

Die ersten Arbeiten auf dem Gebiet der Ultraschallmaterialpriifung gehen auf 
die Jahre 1935 bis 1940 zuriick. Namen wie Sokoloff, Mihlhauser, KE. Meyer, 
Buchmann sind mit ihnen verkniipft. Im folgenden sollen aber nur solche Ver- 
fahren der Materialpriifung besprochen werden, die sich auch in Zukunft bewahren 
diirften. Eine kurze Besprechung der Schallsender und Schallempfanger sei voraus- 
geschickt. 


2. Die Schallsender!? 2? 3: 4. 


Als Schallquellen werden heute bei der Materialpriifung fast ausschlieBlich Quarze 
verwendet. Wird auf einen Quarz eine elektrische Spannung in Richtung der elektri- 
schen (X)-Achse gelegt, so lost diese auch eine innere mechanische Spannung aus. 
Dem Hookeschen Gesetz folgend und je nach der Richtung der elektrischen Feld- 
starke dehnt sich der Quarz aus oder er zieht sich zusammen; infolge seiner groBen 
mechanischen Steife sind die resultierenden Langenanderungen nur gering. Man 
verwendet daher Quarze fast ausschlieBlich in ihrer Resonanz, so da die Schwingungs- 
amplituden im Vergleich zur statischen Auslenkung um einen gewissen Faktor ver- 
erdBert werden. In Luft betragt dieser Faktor, die sogenannte Resonanztiberhéhung 
des Quarzes, nahezu 30000, in Wasser wegen der wesentlich starkeren Abbremsung 
der Schwingung durch das relativ schallharte Wasser dagegen nur 15. Der Quarz 
wird folgendermafen zugerichtet: Man schneidet ihn senkrecht zur elektrischen Achse 
in Scheiben, deren Dicke d nach MaBgabe der gewiinschten Resonanzfrequenz fy 
aus der Beziehung 

i6 di 03cm: MHz 


bestimmt werden kann. Die Scheibchen werden in einer passenden Fassung mechanisch 
gehaltert, ihre beiden Oberflachen versilbert und mit der Spannungsquelle leitend 
verbunden. Als Spannungsquelle dient ein gewéhnlicher Hochfrequenzsender in 
Verbindung mit einem entsprechenden Spannungstransformator. Da namlich der 
Quarz bei Frequenzen unterhalb von etwa 3 MHz ein sehr hochohmiges System 
darstellt, mu®8B die Spannung meist hinauftransformiert werden. Die elektrische 
Impedanz eines in seiner Resonanz betriebenen Quarzes kann durch eine Parallel- 
kapazitat und einen Wirkwiderstand ausgedriickt werden. Die Parallelkapazitat 
entspricht der Higenkapazitat des Quarzes; sie ist praktisch bedeutungslos, da sie 
parallel zur meist wesentlich gréBeren Kapazitét des Spannungstransformators liegt. 
Fir den Wirkwiderstand, der bei der Beschallung von Flissigkeiten oder testen Kérpern 
wegen der geringen inneren Reibung des Quarzes die abgestrahlte Schalleistung 
charakterisiert, liefert die Theorie?-> bei einseitiger Schallabstrahlung des Quarzes 
(zweite Endflache schwingt in Luft): 


ke = 83 9c P/S=7'5 0 c/8 func 


ec Wellenwiderstand des angrenzenden Mediums (150 kQ fiir 
Wasser, etwa 30 MQ fiir Eisen, Messing usw.), 


° E.Skudrzyk: Der Ultraschall. Elektrotechn. u. Maschinenbau 67, 76 (1950). 
* Benson Carlin: Ultrasonics. London-New York: Me Graw-Hill. 1949. 


° E. Skudrzyk: Der Bau leistungsfahiger Ultraschallgender. Elektrotechn. u. Maschinenbau. 
Im Erscheinen. 


Die Anwendung des Ultraschalls bei der Materialpriifung. 41] 


fuaz Frequenz in MHz, 
S schallabstrahlende Flache). 


Fur die Abstrahlung eines akustischen Watts je Flacheneinheit des Quarzes benotigt 
man daher in Wasser die Spannung®: 


Fir die Abstrahlung eines akustischen Watts je Flacheneinheit in Luft ergibt die 
entsprechende Rechnung unter Beriicksichtigung der inneren Reibung des Quarzes?: 


V — 17°8/f yn Volt. 


Allerdings ist die Reichweite der 
Schallwellen in Luft auBer- 
ordentlich gering. Sie betragt bei 
Frequenzen oberhalb 100 kHz 
wegen der grofen Schallabsorp- 
tion héchstens 1m. Unter Reich- 
weite versteht man in diesem 
Fall die Entfernung, in der der 
Schalldruck. auf den e-ten Teil 
absinkt. 


3. Die Schailempfanger. 


Als Schallempfanger werden 
ebenfalls Quarz- oder Seignette- 
salzkristalle verwendet; der 
Piezoeffekt ist namlich umkehr- 
bar. Nur mu8 man beim Bau 
des Mikrophons darauf achten, 


daB samtliche Teile sorgfaltig ere 

abgeschirmt sind. Die Abschir- Abb. 1. Optische, sichtbar gemachte Reflexion eines Schall- 
aah Ree noe strahles an einem Hohlspiegel. 

Seo ee € ee (Diplomarbeit Hanel, Schwachstrominstitut, Technische 

meist Kopfzerbrechen, bereitet Hochschule Wien.) 


aber bei einiger Erfahrung keine 

Schwierigkeiten. Da die Mikrophone sehr hochohmig sind, werden sie meist mit 
einem Vorverstarker zusammengebaut, dessen Hauptaufgabe es ist, das Mikrophon 
an die infolge ihrer Higenkapazitat niederohmige Zuleitung zum Verstarker anzu- 
passen?. Ohne Vorverstarker hatte die Higenkapazitat der Zuleitung eine Empfind- 
lichkeitsabnahme 1: 200 je Meter zur Folge. 


Neben der punktweisen Abtastung mit Mikrophonen sind auch optische Verfahren 
zur Sichtbarmachung ganzer Schallfelder gebrauchlich: man beleuchtet das zu unter- 
suchende Schallfeld mit einer punktformigen Lichtquelle: Infolge der periodischen 
Dichteschwankungen in der Schallwelle andert sich auch der Brechungsindex; optisch 
gesehen ist daher das durchschallte Medium inhomogen. Das einfallende Licht wird 
Abnlich wie an Tabakrauch gestreut bzw. abgelenkt. Die Schallwelle stellt so eine 
sekundare Lichtquelle dar, die mit Hilfe einer Linse auf einem Schirm abgebildet 
werden kann. Zunachst bleibt freilich das zarte Abbild des Schallfeldes noch unsichtbar, 
da es von der Intensitaét des direkten, das heiBt des nicht abgelenkten Lichtes ver- 
schlungen wird. Das direkte Licht mu8 daher mit einer kleinen, in den Bildpunkt der 
Lichtquelle geriickten Scheibe abgedeckt werden. Ersetzt man dann den Schirm durch 
das Auge, so erscheint das Schallfeld als Aufhellung des sonst dunklen Gesichtsfeldes. 
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Durch eine solche optische Abbildung werden die feinsten Einzelheiten des Schallfeldes 
erfaBt; Abb. 1 bringt zwei Beispiele. 

SchlieBlich besteht noch die Moglichkeit, das Schallfeld auf einem akustischen 
Schirm (Pohlmannschirm) sichtbar zu machen, wie Rontgenstrahlen auf einem 
Fluoreszenzschirm!: 2. Wenn man namlich eine kleine Scheibe in ein Schallfeld hangt, 
so stellt sie sich auf Grund der ausgelésten hydrodynamischen Kraft senkrecht zur 
Schallbewegung ein; Beleuchtet man sie in der Fortschreitungsrichtung des Schalles, so 
reflektiert sie in der senkrechten Lage zuriick; in Richtung der Schallwelle betrachtet, 
erscheint sie daher bei Beschallung beleuchtet, sonst dunkel. Verwendet man mehrere 
solcher Scheiben, so werden entsprechend mehr Punkte des Schallfeldes wiedergegeben. 
In der Praxis realisiert man diese Scheibchen durch Aluminiumflitter, das in Xylol suspen- 
diert wird. Die vom Schall getroffenen Teilchen richten sich aus und erscheinen daher von 
vorne betrachtet beleuchtet, wahrend die iibrigen infolge der Warmebewegung willkiir- 
liche und stetig wechselnde Lagen im Raum einnehmen. Die deutsche Marine hoffte, mit 
Hilfe eines solchen ,,Pohlmannschirmes‘‘ Minen auf eine Entfernung von 50 m abbilden 
zu kénnen. 


4. Die geometrisch-optischen Verfahren der Materialpriifung. 


Bei den geometrisch-optischen Verfahren wird die Materialprobe bestrahlt oder 
durchstrahlt und das reflektierte oder hindurchgelassene Schallfeld punktweise mit 
einem Mikrophon, oder als Ganzes, mit Hilfe der optischen Verfahren oder eines 
Pohlmannschirmes sichtbar gemacht. Fiir die optischen Verfahren ist Voraussetzung, 
da die Fehlstellen einen Schallschatten werfen bzw. zu einer Schallreflexion Anla8 
geben. Das ist aber praktisch nur méglich, wenn der Schall den Korper strahlen- 
férmig durchsetzt. Nun existieren aber, wie das Huyghensche Prinzip lehrt, keine 
idealen Schallstrahlen, denn fiir jeden Schallstrahl gibt es einen bestimmten Offnungs- 
winkel, der nicht unterschritten werden kann. In der Theorie der Lochblende wird 
gezeigt, daB dieser Winkel gegeben ist durch: 
122A 

D 


A Schallwellenlange, D Durchmesser des Schallstrahles. 


sin 9 = , das heiBt 


Er ist also vom Verhaltnis des Strahldurchmessers zur Wellenlange abhangig und ist 
um so gréBer, je geringer sein Durchmesser im Vergleich zur Wellenlange ist. Der 
Offnungswinkel eines zehn Wellenlangen breiten Strahles beispielsweise betragt also 
mindestens 7° und sein Durchmesser nimmt alle 12cm um lem zu. Es existiert 
prinzipiell keine Méglichkeit, dieses Naturgesetz, das auch in der bekannten Heisenberg- 
schen Ungenauigkeit zum Ausdruck kommt, zu umgehen. Daher konnen auch immer 
nur solche Fehlstellen abgebildet werden, deren Durchmesser gro8 im Vergleich zur 
Wellenlange ist, ansonsten wird der ,,zeometrisch-optische“’ Schallschatten durch die 
Divergenz der Schallstrahlen, das heiBt durch das um die Fehlstelle herumgebeugte 
Licht vernichtet. Fiir die geometrisch-akustische Materialpriifung verwendet man heute 
Frequenzen zwischen 0°5 und 10 MHz; die Wellenlange liegt dann in festen Koérpern 
zwischen 1cm und 0°5mm. Mit der tieferen Frequenz kann man daher je nach der 
Dicke des durchstrahlten Gegenstandes ein Auflésungsvermégen von einigen Zenti- 
metern bis zu héchstens einem halben Zentimeter, bei der hdheren entsprechend von 
einigen Millimetern bis zu héchstens einem halben Millimeter erzielen. 

Die Fehlstellen, die akustisch nachgewiesen werden sollen, bestehen bei Metallen 
meist aus Luftblaschen (Lunkern), Haarrissen, Ablagerungen von Graphit oder 
sonstigen Einschliissen, die in der Regel durch einen vorausgegangenen Zieh- oder 
WalzprozeB zu geringer Dicke, aber entsprechend groBer Ausdehnung flachenhaft 
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zusammengeprefit worden sind. Weil sie andere akustische Eigenschaften besitzen 
als das umgebende Material, werfen sie einen Schallschatten, das heiBt ein Teil des 
einfallenden Schalles wird an ihnen reflektiert. Der Reflexionskoeffizient ist, wie in 
der elementaren Akustik gezeigt wird, gegeben durch 
‘Poe CgWa On Ci ; 
C2 Co + O14 


e,¢ Dichte und Schallgeschwindigkeit der Storstelle bzw. des sie umgebenden 
Materials. 


Dabei muB allerdings vorausgesetzt werden, daB die Ausdehnung der Fehlstelle senk- 
recht zur Strahlenrichtung mehrere Wellenlangen betragt, anderenfalls wird namlich 
wesentlich weniger Schall zuriick- 
geworfen. Wenn wir einen Luft- 
einschluB in Eisen betrachten, 
so ist 
Og = 42.2, Q, 6, = 
= 30000000 2, und R = 
4°20 

me ( 310) 
Bis auf den belanglosen Bruchteil 
von der GréSenordnung eines Mil- 
lionstels wird also der einfallende 
Schall an ihm zuriickreflektiert ; 
Haarrisse und Lunker wirken 
mithin als ideale Reflektoren. 

Bei der Untersuchung mu8 app. 2. Akustische Abbildung eines menschlichen Scha- 
dafiir gesorgt werden, da der dels (Diffus erweiterte Ventrikel, Hinterhorn weit nach 
Schall auch tatsachlich in den hinten ausgezogen; nach K. Th. und F. Dussik). 
Prifling eindringt. Denn beim 
Ubergang von Luft zu festen Koérpern wird, wie eben nachgewiesen, fast die gesamte 
Energie zuriickgeworfen. Man mu8 daher den Schallsender und das Mikrophon fest 
aufdriicken, und — um auch die kleinste Luftschicht auszuschalten — die Kontakt- 
flache mit Ol und Wasser bestreichen. Da der Schalliibergang zwischen Fliissigkeiten 
und festen Kérpern wesentlich giinstiger ist, kann man aber auch den Priifling in Wasser 
oder Ol hangen und Sender und Empfanger an ihm vorbeiziehen. 

Im Heinrich - Hertz -Institut in Berlin wurde seinerzeit eine Anlage gebaut 
(Dr. Schoch) und laufend beniitzt, die dazu diente, kreisformige Stahlplatten 
akustisch zu durchleuchten. Die Platten wurden unter Wasser durch ein mechanische 
Vorrichtung gedreht. Zugleich wurde der Schallsender und das mit ihm starr 
verbundene Mikrophon langsam nach auBen bewegt. Die Platte konnte so 
spiralenformig abgetastet und die Ausgangsspannung des Mikrophons entsprechend 
registriert werden. Die Frequenz betrug 10 MHz. 

Ein verwandtes Verfahren entwickelte die AEG in Berlin (Dr. Gétz) fir die 
akustische Durchstrahlung von Panzerplatten: Mikrophon und Sender wurden seitlich 
vorbeigeschoben, wahrend sich die Platte langsam senkte. Die Registrierung erfolgte 
hier mit Hilfe eines Tintenschreibers, der durch ein Relay gesteuert wurde. Sobald 
der hindurchgelassene Schall unter dem festgesetzten Minimum lag, sprach das Relay 
an und betatigte den Schreiber. Die Frequenz diirfte in diesem Fall ungeféhr 1 MHz 
gewesen sein. Die gleiche Methode verwenden die Briider Dussik in Ischl fiir eine 
akustische Abbildung des menschlichen Gehirns. Die Rontgenstrahlen versagen hier, 
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da die Massenunterschiede der einzelnen Gehirnpartien zu gering sind, als daf auf der 
Rontgenplatte die nétigen Kontraste entstiinden. In solchen Fallen pflegte man bisher 
die Organe mit Kontrastfliissigkeiten zu fiillen bzw. dem Gehirn Luft einzublasen. 
Aber auch dieses Vorgehen befriedigt nicht und ist tiberdies fiir den Patienten auBerst 
schmerzhaft. Die akustische Methode mu8 daher als Fortschritt bezeichnet werden, 
zumal sie im Lauf der Zeit noch weiter verbessert werden wird. Abb. 2 zeigt eine solche 
akustische Hirnaufnahme, in der auch die Andeutungen eines Tumors zu erkennen sind, 
der nachtraglich durch Operation entfernt wurde*. Die Durchstrahlungsmethode wurde 
in letzter Zeit in der Schweiz zur Priifung von Eisenbahnachsen eingesetzt (Dr. Baud). 
Kine belgische Firma hat neuerdings ein Gerat entwickelt, bei dem Schallsender 
und Schallempfanger auf den Priifling trocken aufgelegt werden. Die Frequenz 
des durch die Probe hindurchgelassenen Ultraschalles wird dann in den Hoérbereich 
transponiert und kann so mit einem kleinen Lautsprecher direkt abgehort werden. 


5. Reflexionsmethoden. 


Die Durchstrahlungsverfahren sind sehr stéranfallig. Sie werden sich daher wohl 
nur bei der Priifung diinner Bleche, wo storende, aus dem Innern der Rohre kommende 
Reflexe nicht zu befiirchten sind, und dort behaupten, wo eine dokumentarische Auf- 
zeichnung des Ergebnisses gewtinscht 
wird. In Zukunft diirften die Re- 
flexionsmethoden bei Ultraschall- 
materialpriifungen eine bevorzugte 
Stellung einnehmen; statt eines kon- 
tinuierlichen Schallstrahles verwen- 
det man hier kurze Schallimpulse, 
die gerichtet ausgesendet werden. 


elek Tr. 


Protling 
JSenoer 


Feh/stelle 


Braunsches Robr 


Verstarker 


orrekter Schall 
Petlez an der 
Fehlstelle 


Retlez von der 
Ricktléche der Probe 


Abb. 3. Prinzipanordnung fiir die Echo- Abb. 4. Schallsender und elektrische Apparatur fir 
methode der Materialprifung. die Echoanlage. 


Durch die Zeitdauer bis zum Hintreffen des Reflexes und die Richtung des Schallstrahles 
ist die Lage der Fehlstelle eindeutig festgelegt. Dieses Verfahren hat den weiteren 
Vorteil, daB auch im Vergleich zur Wellenlange kleine Fehlstellen, die bekarintlich nur 
einen geringen Bruchteil des einfallenden Schalles reflektieren, genauestens registriert 
werden konnen; man wird zu diesem Zweck nur die Empfindlichkeit des Mikrophons 
bzw. die Verstarkung entsprechend steigern. Die Methode kann schlieBlich so weit 
verfeinert werden, da auch die Kérnigkeit, die eine akustische Triibung des Priiflings 


darstellt, durch den Streureflex oder durch die Schallabsorption zur Anzeige gebracht 
wird. 


° K. Th. Dussik: Ultraschalldiagnostik, insbesondere bei Gehirnerkrankungen, mittels Hyper- 
phonographie. Z. f. physik. Therapie, Bader- und Klimaheilk. 1, 140 (1948). 
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Abb. 3 zeigt die Prinzipanordnung: Der Quarzsender hat die Form eines kurzen 
Bleistiftes; er wird dicht neben dem ahnlich gebauten Empfanger auf die Material- 
probe aufgedriickt. Die verstarkte Mikrophonspannung gelangt durch einen Kathoden- 
oszillographen zur Anzeige. Durch perio - 
dische Wiederholung des Vorganges (bei- 
pielsweise 50mal in der Sekunde) ge- 
winnt man dann ein stehendes Bild 
am Schirm des Braunschen Rohres. 
Die Firma Hughes (London) bringt 
nach diesem System gebaute Appara- 
turen auf den Markt, bei denen getrenn- 
te Schallsender und Schallempfanger 
Verwendung finden. Abb. 4 zeigt eine 
photographische Aufnahme eines im 
Schwachstrominstitut der Techn. Hoch- 
schule in Wien im Rahmen einer 
Diplomarbeit (Manfreda und Meus- 
burger) entwickelten Gerates, bei dem 
der Schallsender gleichzeitig als Schal!- 


2 : Abb. 5. Reflexbild eines 1m lJangen Aluminium- 
empfanger dient. Abb. 5 und 6 geben stabes mit kleinen Fehlstellen bei 2 MHz. (Diplom- 


das Schirmbild am Oszillographen wie-  arbeit Manfreda und Meusburger, Schwachstrom- 
der, das sich bei der Priifung diinner institut der T. H. Wien.) 

Stabe ergab. Die erste wurde fir 

einen Aluminiumstab (1m lang, 25mm @) gewonnen. Wir erkennen zunachst ganz 
links noch den mitregistrierten, direkt ausgesandten Schallimpuls, wie er iiber den 
zu diesem Zeitpunkt noch gesperrten Empfangsverstarker aufgenommen wurde. 
Dann folgen mehrere kleinere Zacken, 
die inneren Fehlstellen entsprechen. (Bei 
vollig einwandfreiem Material, wie es 
freilich nur selten vorliegt, miiBte sich 
in diesem Bereich eine glatte Nullinie 
ergeben.) SchlieBlich schlieBt sich das 
am Stabende reflektierte Hauptreflex- 
band an. Da die Wellen im Stab auch 
zwischen den seitlichen Begrenzungs- 
_ flachen zickzackartig hin- und herreflek- 
tiert, das heiBt, auch nichtaxiale Schwin- 
gungen angeregt werden und diese eine 
kleinere Gruppengeschwindigkeit auf- 
weisen, wird der Hauptreflex in ein 
ganzes Reflexband aufgespaltet. 

Abb. 6 zeigt das fir einen Messing- Abb. 6. Reflexbild eines minderwertigen Messing- 
stab (1 m lang, 15 mm? Querschnitt)  stabes. (Diplomarbeit Manfreda und Meusburger, 
gewonnene Reflexbild. Der Stab ist von Schwachstrominstitut der T. H. Wien.) 
Fehlstellen derart durchsetzt, da ein 
wesentlicher Anteil des Impulses schon zuriickreflektiert wird, bevor er noch das 
Stabende erreicht hat. Es handelt sich hier um kérniges, als minderwertig bekanntes 
Material. 

_. Eine abniiche, allerdings offenbar wesentlich kompliziertere Apparatur wurde auch 
von Prof. F. A. Firestone (USA.) entwickelt *. 
Mit dem Reflexionsverfahren gelingt es ohne weiteres, Stahl- und EKisenblécke 
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mehrere Meter tief zu durchdringen. Fehlstellen' konnen so vor der Verarbeitung 
aufgedeckt, Arbeit und Zeit gespart werden. Auch bei halbfertigen Erzeugnissen, 
wie Achsen und Radern, macht sich die Ultraschall-Materialpriifung bezahlt. Besonders 
wertvoll erweist sich nach amerikanischen Angaben die Priifung von Flugzeugver- 
strebungen. Durch einmaliges Anlegen des Gerates kénnen samtliche Fehler in mehrere 
Meter langen Gestangen aufgedeckt werden. Sogar Flugzeugpropeller sollen zur Uber- 
priifung ihrer inneren Vernietungen mit Erfolg ahnlich untersucht worden sein. Der 
Ultraschall iibertrifft also die Méglichkeiten der Rontgenuntersuchung, ohne jedoch 
ihr eigentliches Gebiet zu schmalern; durch leicht auszufiihrende Voruntersuchungen 
kann nunmehr das Material sondiert und die interessanten Teile einer Réntgenspezial- 
analyse zugefiihrt werden. 


6. Materialuntersuchung auf Grund von Schallgeschwindigkeits- und 
Schalldampfungsmessungen ’. 


Die geometrisch-optischen Verfahren dienen im wesentlichen nur der Feststellung 
von Fehlstellen. Die Aufgaben der Materialpriifung sind aber bedeutend vielseitiger. 
Nicht nur Fehlstellen, sondern auch die inneren Higenschaften des Materiales: 
Elastizitat, innere Reibung, inneres Gefiige und chemische Zusammensetzung sollen 
erfaBt werden. Diese inneren EHigenschaften der Stoffe kommen nun, wie spater 
noch naher erlautert werden wird, in der Schallgeschwindigkeit und in der Schall- 
dampfung, das heiBt der inneren Reibung und ihrem Frequenzgang weitgehend zum 
Ausdruck. Schallgeschwindigkeits- und Schalldampfungsmessungen stellen daher 
ein weiteres machtiges Hilfsmittel fiir die akustische Materialpriifung dar. 


Fur das Verstandnis und die korrekte Deutung sind einige prinzipielle Betrachtungen tiber 
die innere Reibung erforderlich’. Man faBt heute zweckmafigerweise unter dem Begriff ,,innere 
Reibung“‘ alle jene Vorgange zusammen, die einen Umsatz von mechanischer Energie in Warme 
bedeuten, unabhangig von ihrem inneren Mechanismus. Die Erscheinungen, die bisher als innere 
Reibung, elastisches FlieBen oder Hysterese bezeichnet wurden, sind nichts anderes als un- 
realisierbare Grenzfalle. In Wirklichkeit haben wir es selbst im einfachsten Fall immer mit emem 
stetigen Ubergang zwischen diesen Grenzfallen zu tun; bei festen Kérpern handelt es sich sogar 
meist um die Uberlagerung eines Kontinuums solcher Ubergange, so da eine detaillierte Deutung 
iberhaupt sinnlos wird. Es bleibt daher kein anderer Ausweg, als den Begriff der inneren Reibung 
fallenzulassen oder ihn im obigen Sinne zu verallgemeinern. — Man kann nun nachweisen, dai 
die Verluste bei der periodischen Bewegung durch Komplex-Setzen simtlicher Elastizitatskonstan- 
ten streng beriicksrchtigt werden kénnen. Da nun aber jeder Kérper zwei voneinander unabhangige 
Elastizitaétskonstanten aufweist, wie z. B. einen Schubmodul und einen Kompressionsmodul, so 
treten entsprechend auch zwei voneinander unabhangige Arten der inneren Reibung auf, z. B. 
eine Schubreibung oder damit gleichbedeutend eine Zahigkeitsreibung, die durch das Gleiten 
der Schichten nebeneinander ausgelést wird, und eine Kompressionsreibung, die mit jeder 
Kompression oder Dilatation des Mediums verkniipft ist. Die Existenz zweier verschiedener 
Arten der inneren Reibung hat zur Folge, da die Daimpfung von der speziellen Form der 
Schwingung abhangt, also beispielsweise bei Torsionsschwingungen eine andere ist als bei 
Kompressionsschwingungen und weiters, daB die Dampfung davon abhingt, in welchem Ver- 
haltnis Schub- und Dilatationsbewegung der Schwingung zugrunde liegen. Allerdings weist die 
innere Reibung bei tiefen Frequenzen haufig eine Besonderheit auf: sie wird unabhangig von der 
Art der Deformationsbewegung, ist also die gleiche fiir Schub- und Dilatationsschwingungen. 
Dieses Verhalten entspricht, wenigstens oberflachlich betrachtet, einer idealen zeitunabhangigen 
Hysterese, bei der nach jeder Bewegung ein zeitunabhaingiger Deformationsrest zurickbleibt. 
Dieser Deformationsrest ist offenbar auch von der Art der Bewegung unabhangig und steht daher 
zur vorangegangenen Deformation immer im gleichen prozentuellen Verhaltnis. Daraus folgt 
aber, wie man zeigen kann, daf die innere Reibung, die Dampfung, von der besonderen Form 
der Schwingung unabhangig ist. Streng genommen sind allerdings die Verhaltnisse hautig wesent- 
lich komplizierter. (Bei Buna z. B. wird dieses hystereseartige Verhalten durch ein besonderes 
Gesetz der elastischen Nachwirkung vorgetiuscht.) Erst bei héheren Frequenzen machen sich 
dann die geschwindigkeitsproportionalen Verluste starker bemerkbar und die Verlustwinkel der 


’ E. Skudrzyk: Die innere Reibung und die Materialverluste fester Kérper, I. Osterr. 
Ingenieur-Arch. 2, 356 (1949). 


Die Anwendung des Ultraschalls bei der Materialprifung. 417 


verschiedenen Elastizititskonstanten, das hei&t die verschiedenen Arten der inneren Reibung 
weichen voneinander ab. 


Bei tiefen Frequenzen ist es also im allgemeinen unwesentlich, welches spezielle Resonanz- 
verfahren wir fiir die Bestimmung der inneren Reibung heranziehen; bei hohen Frequenzen aber 
muf} genau zwischen den verschiedenen Arten der inneren Reibung unterschieden werden. Bei 
Buna beispielsweise ist bei 10 kHz die Schubreibung etwa 20mal gréBer als die Kompressions- 


reibung, obwohl beide bis zu einer Frequenz von etwa 200 Hz innerhalb der MeBgenauigkeit 
miteinander tibereinstimmen. 


a) Resonanzmethoden. 


Bei tiefen Frequenzen, wo die Eigenfrequenzen der Probekérper (Stabe, Platten 
usw.) so weit voneinander entfernt liegen, daB sie einzeln angeregt werden kénnen, 
sind Resonanzmethoden fiir die Messung der Schallgeschwindigkeit und der inneren 
Reibung besonders zu empfehlen. Aus der Lage der Eigenfrequenzen kann namlich 
die Schwingungssteife, das heiBt der die Schwingung bestimmende Elastizitatsmodul, 
aus der Resonanzscharfe oder Halbwertsbreite der Schwingungen der Verlustwinkel 
dieser Elastizitatskonstanten oder was damit gleichbedeutend ist, die innere Reibung 
der Schwingung ermittelt werden. 

Eine einfache Anordnung dieser Art wurde im Schwachstrominstitut der Technischen 
Hochschule zur Bestimmung des Elastizitatsmoduls und der inneren Reibung von Klang- 
holz entwickelt®. Der Probestab wird an zwei Faden aufgehangt; seine beiden Enden sind 
mit diinnen Hisenplattchen oder Tauchspulen versehen; das eine dient zur elektro-magne- 
tischen bzw. elektrodynamischen Anregung des Stabes, das zweite zur Abnahme der 
Schwingungen. 

Mit Hilfe von Resonanz- und ahnlichen Verfahren wurde wahrend des Krieges 
im Heinrich-Hertz-Institut in Berlin die innere Reibung von Buna in einem weiten 
Frequenzbereich untersucht®. Fiir die Messung dienten bei tiefen Frequenzen Torsions- 
schwingungen, dann ging man zu Dehnschwingungen und schlieBlich zu Platten- 
schwingungen tiber. Daneben fanden auch Rohrmethoden Verwendung, indem die 
Verschiebung eines Systems stehender Wellen gemessen wurde, wenn das Rohr durch 
die Bunaprobe abgeschlossen war. SchlieBlich konnte die Bunaprobe auch in den 
Druckbauch einer zur Resonanz angeregten Wassersiule gehangt und aus der Ver- 
stimmung und der Resonanzscharfe ihre Konstanten errechnet werden. 


b) Rohrmethoden*. 


Fir Bunapriifungen wurde ferner im genannten Institut in Gemeinschaftsarbeit 
ein Impulsverfahren entwickelt, das vom Standpunkt der Materialpriifung Schall- 
geschwindigkeits- und Schalldampfungsmessungen gleichkam'. Im Verlauf einer 
langeren Entwicklung hatten sich besonders praparierte Bunafolien als sehr geeignete 
Absorptionsstoffe gegen akustische Ortung von U-Booten erwiesen. Da es andere 
als akustische Methoden zur Feststellung getauchter U-Boote nicht gab, war die Ent- 
wicklung dieser Folien fiir die deutsche Marine von entscheidender Bedeutung. Als 
MaB fiir die Qualitat der Schutzhaute wurde zunachst der ,,Reflexionskoeffizient“ 
eingefiihrt. Die Proben wurden zu Scheibchen geschnitten, in ein mit Wasser gefiilltes 
MeBrohr eingesetzt. Die Messungen konnten bei Drucken bis zu 25 Atii, einer Tauch- 
tiefe von 250 m entsprechend, ausgefiihrt werden. 


8 Diplomarbeit Ptacnik, Schwachstrominstitut der Technischen Hochschule in Wien. 

9 W. Kuhl in: Die Schallabsorption in Wasser und die Wasserschallschluckstoffe (Dynamik 
der Kunststoffe). Zusammengestellt und herausgegeben von E. Meyer. In Vorbereitung. 

10 f. Skudrzyk in: Die Schallabsorption in Wasser und die Wasserschallschluckstoffe 
(Dynamik der Kunststoffe). Zusammengestellt und herausgegeben von E. Meyer. In Vor- 
bereitung. 
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Der Schallsender befand sich am gegentiberliegenden Rohrende; durch besondere 
Maf8nahmen konnte er auch als Mikrophon verwendet werden. Abb. 7 zeigt eine 
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Abb. 7. Schematische Darstellung des Impuls-MeB- Abb. 8. Photographische Ansicht des 
rohres. MeBrohres. 


schematische Darstellung des MeBrohres, Abb. 8 sein photographisches Abbild, Abb. 9 
die am Braunschen Rohr wiedergegebene Impulsfolge (direkter Impuls, Reflex von der 
Probe, mehrfache Reflexionen). In der Folgezeit 
wurde die Apparatur noch verbessert und fiir 
eine Messung der Phase des reflektierten Schalles 
erweitert. Dadurch konnte sowohl der E-Modul 
als auch die innere Reibung der Bunaproben bei 
verschiedenen Frequenzen festgestellt werden. 


Anfanglich wurden vier, spaterhin zwélf 
solcher Rohre in Betrieb genommen. Eine 
Messung dauerte etwa 5 Minuten. Wenn man 
bedenkt, da wahrend eines Zeitraumes von vier 
Jahren taglich von 8 Uhr friih bis 6 Uhr abends 
Bunaproben gemessen wurden, wird man ein- 
sehen, da8 wertvolle Ergebnisse zustande kamen. 
Auf diese Art konnte nebenbei nicht nur die 
Alterung von Buna genauestens studiert, son- 
Aish. O.SHGhOBIA aie Cekinanane Breen eee auch eine Bestandigkeit der Bunamischun- 
schen Rohres bei verschiedenen Frequen- €% erzielt werden, die zuvor von jedem Fach- 

zen. mann als unmoéglich abgelehnt worden ware. 


c) Nachhallverfahren. 


Bei hohen Frequenzen sind die bisher geschilderten Methoden unbrauchbar: Rohr- 
messungen lassen sich nicht mehr durchfiihren, da neben der gewiinschten Schwingung 
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alle méglichen nichtaxialen Resonanzen angeregt werden, die Resonanzmethoden wieder 
lassen sich nicht anwenden, da die Kigenschwingungen der Probekoérper dann so dicht 
liegen, da man sie einzeln nicht mehr anregen kann. Dagegen sind die Nachhall- 
oder Abklingverfahren besonders geeignet; sie haben den groBen Vorteil, daB die 
Materialprobe nicht besonders prapariert werden. mu. Allerdings liefern sie nur die 
Schalldampfung. Das ist aber kein Nachteil, denn, wie wir spater sehen werden, 
ist gerade die Dampfung der Schliissel zur Materialpriifung. Schallgeschwindigkeit 
bzw. Elastizitatskonstanten hangen meist nur wenig von der Frequenz ab, so daf 
ihre Bestimmung bei tiefen Frequenzen durchaus geniigt. 

Bei den Abklingverfahren schlagt man die Materialprobe an und miBt die Ab- 
klingzeit der Schwingung. Das geschieht in der Praxis, indem man einen kleinen Quarz 
mittels eines Wasser- oder Oltropfens auf die Probe klebt, diesen mit der gewiinschten 
Frequenz anregt und den Sender ee a 
plétzlich abschaltet. Der Nachhall- Zur Kinperschalligolation 
vorgang wird dann mit einem loga- 
rithmischen Verstarker registriert, 
so daB die Dampfung ohne weiteres BseRa NT ae 
aus der Neigung derimlogarithmi- =. | {© 
schen Mafstab als Gerade er- 
scheinenden Abklingkurve abgele- 
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Nach diesem Verfahren wurde Lap 
die innere Reibung von Eisen und Wechhallkurve Fir 100 #Hz 


einigen Aluminiumsorten in einem 
weiten Frequenzbereich gemessen. 
Es diirfte sich aber auch im be- 
sonderen Ma fiir die Untersuchung von Klangholz eignen, da die Baumstamme so 
im Saégewerk direkt durchgemessen werden kénnten. 

Eine Verfeinerung des Abklingverfahrens wurde vom Verfasser zur Messung der 
Schalldampfung in Wasser oder anderen Fliissigkeiten (Benzol) bentitzt. Das zu unter- 
suchende Wasser wurde in ein nahezu vollkommen verlustfreies Priifgerat (ein 5001 
nahtlos gedriickter Behalter aus einer Aluminiumlegierung, 1mm Wandstarke) 
gefiillt und die Abklingzeit in Abhangigkeit von der Wasserhohe und dem Gefaf- 
durchmesser bestimmt (Abb. 10). Aus solchen MeBserien lieB sich dann die Schall- 
dampfung in Wasser bei 100 kHz mit einer Absolutgenauigkeit von 1 db/je km, einer 
bisher in der Akustik unbekannten Prazision, angeben. Ein MeBfehler wiirde einem 
Ablesefehler in der Abnahme des Schalldruckes mit der Entfernung von 0,1°/) je Meter 
entsprechen. Die Messungen, die zuvor in der Literatur tiber die Schalldimpfung 
fiir diesen Frequenzbereich mitgeteilt wurden, lieferten bis zu 10000mal zu groBe 
Werte. Es ist bemerkenswert, daB die publizierten Fehimessungen offenbar der Grund 
waren, warum sich samtliche Marinen zu Kriegsbeginn auf den Frequenzbereich 
0 bis 30 kHz beschrankten. Hatten die Alliierten fiir die akustische Peilung der 
U-Boote beispielsweise nur eine um 10 kHz hohere Frequenz gewahit, so ware die 
durch die Bunahaute gebildete akustische Tarnung der deutschen U-Boote unwirk- 
sam geworden. 


Abb. 10. Schematische Darstellung der Nachhall-Mek- 
apparatur. 


d) Das Ultraschall-Interferometer?:?. 


Die klassische Methode fiir die Messung der Schallgeschwindigkeit und der Schall- 
dampfung ist die Verwendung sog. Ultraschall-Interferometer. Kine fortschreitende, 
ebene Schallwelle wird durch einen Quarz erzeugt und an einem gegentiberliegenden 
Reflektor R zu ihm zuriickreflektiert. Je nach ihrer relativen Phase, das heiBt der 
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GroBe des Reflektorabstandes, verstarkt oder schwacht sie das vom Quarz erzeugte 
Schallfeld. Das Schallfeld konnte an und fir sich durch ein Mikrophon gemessen 
werden, durch das Interferometer aber wird die Schallintensitat aus der Riickwirkung 
des Quarzes auf den Anodenschwingkreis und zwar aus einer Messung des Anoden- 
gleichstromes bestimmt. Je gréBer die Schallintensitat, desto starker ist auch die 
bremsende Wirkung des Schallfeldes auf den Quarz; der Wirkwiderstand wird dann 
groBer und der Schwingkreisstrom nimmt zu. Infolge der Gleichrichtung durch die 
gokramuite Kennlinie des Schwingkreisrohres kommt diese Anderung des Schwing- 
eames! in einer Abnahme des Anodenruhestromes zum Ausdruck: Bei der Messung 
variiert man den Reflektorabstand und sucht die Stellen maximaler Riickwirkung auf. 
Thr Abstand muB8 natiirlich eine Wellenlange betragen; die Schallgeschwindigkeit ist 
dadurch eindeutig festgelegt. Die Dampfung ergibt sich aus der relativen GroBe auf- 
einanderfolgender Maxima. 

Interferometermessungen griinden sich auf die Voraussetzung, daB der Quarz 
ideal ebene Schallwellen abstrahlt, so da® die Divergenz der Offnungswinkel der Schall- 
strahlen Null ist. In Wirklichkeit ist das keineswegs der Fall; das Schallfeld ist immer 
inhomogen. AuBerdem tritt infolge der Verluste durch Beugung und infolge der Reibung 
an den Begrenzungsflachen des Interferometers eine zusitzliche Divergenz auf, die schwer 
abgeschatzt werden kann. Interferometermessungen sind daher, wenn Schliisse auf 
die Schalldimpfung gezogen werden sollen, nur mit gréBter Vorsicht zu verwerten. 
Die meisten Veréffentlichungen der Vergangenheit enthalten MeBfehler, die wesent- 
lich gré8er sind als die vermutlichen Werte der Schallabsorption. Das Interferometer- 
dampfungsmefSgerat diirfte daher heute wohl abgetan sein. 


e) Schallgeschwindigkeits- und Schalldimpfungsmessungen mit Hilfe der Lichtbeugung?: *. 


Bemerkenswert sind auch die Schallgeschwindigkeits- und Schalldaimpfungs- 
messungen auf Grund der Lichtbeugung an Schallwellen. Reflektiert man ahnlich 
wie beim Interferometer eine fortschreitende Welle in sich zuriick, so entstehen 
stehende Wellen mit raumlich still liegenden Schwingungsknoten und Schwingungs- 
bauchen. Mit Hilfe eines der optischen Verfahren kann daher die stehende Welle 
auf einen Schirm abgebildet und aus dem Abstand der Knotenlinien die Schall- 
geschwindigkeit ahnlich wie beim Interferometer ermittelt werden. Man kann sogar 
die Schallwelle als Strichgitter auffassen und durch entsprechende Methoden, wie beim 
gewohnlichen optischen Gitter, Spektren verschiedener Ordnungen erzeugen. Die 
Dampfung wird aus den Intensitaétsverhaltnissen bestimmt. Im Prinzip sind’ die 
optischen Verfahren der Interferometermessung sehr verwandt; sie liefern nur deshalb 
einwandfreie Ergebnisse, weil sie im Gegensatz zur Interferometrie meist bei sehr 
hohen Frequenzen verwendet werden, bei denen eben die Schallabsorption schon 
so gro ist, daB die Divergenz der Schallstrahlen ihr gegeniiber vernachlassigt werden 
kann. SchlieSlich kann man auch zwei- und dreidimensionale stehende Wellen erzeugen, 
indem man mehrere eindimensionale stehende Wellen kreuzt, oder dadurch, da8 man 
das Flissigkeitsvolumen oder den festen Kérper zu EHigenschwingungen anregt. Die 
Schwingungsbauche und Schwingungsknoten bilden dann ein akustisches Flachen- 
oder Raumgitter. Durchschallte Kérper fiihren daher zu ahnlichen optischen Beugungs- 
bildern, wie sie in der Réntgentechnik als Flachengitter oder Raumgitterinterferenzen, 
sog. ,,Lauebilder® bekannt sind. 


[) Ausbreitungsmessungen. 


Die theoretisch einfachste, meBtechnisch aber recht komplizierte Art zur Bestim- 
mung von Schallgeschwindigkeit und Dampfung besteht in der Messung der Laufzeit 
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eines kurzen Impulses und seiner Amplitudenabnahme mit der Entfernung. In un- 
begrenzten Medien (z. B. im Meer) kann unter der Voraussetzung, daB die MeBstrecke 
genugend lang ist, sogar die Divergenz der Schallstrahlen (das heiBt das Ausbreitungs- 
gesetz) experimentell bestimmt werden; man erhalt so besonders genaue Werte der 
Schalldampfung. Nach einem solchen Verfahren wurde vom Verfasser die Schall- 
dampfung in der Liibecker Bucht (geringer Salzgehalt) im Frequenzbereich 20 kHz 
bis 300 kHz experimentell bestimmt 1°. Die Lange der MeBstrecke betrug bis zu 2km. 
Bei gutem Schallwetter konnten auf diese Weise die im Laboratorium nach dem Ab- 
klingverfahren bestimmten Werte bestitigt werden, wahrend sich bei kraftiger Sonne, 
Sturm und Regen wesentlich héhere Dampfungswerte ergaben. 


7. Ergebnisse. 


Bisher haben wir uns auf die Mitteilung der wichtigsten Methoden zur Messung 
von Schallgeschwindigkeit und Dampfung beschrankt. Es ist vielleicht nicht uninter- 
essant und fiir die Beurteilung der, 

Leistungsfahigkeit der akustischen we 
Verfahren von Wert, auf die Mef- 
ergebnisse einzugehen. 


Abb. 11 veranschaulicht als be- 
sonders einfaches Beispiel das Ver- 24 
halten einer Reihe von Gasen. Die 
Ordinate zeigt die durch das Qua- 
drat der Frequenz dividierte Schall- 
dampfung, die der Konstanten der 


inneren Reibung proportional ist; ar 22 a5 10 % 
die Abszisse die Frequenz. Das c Wregene 

MeBergebnis ist vom physikalischen Abb. 11. Grundsatzlicher Verlauf der Konstanten der 
Standpunkt auBerst interessant. inneren Reibung bei Gasen. 


Es zeigt, daB die Konstante der 4 
inneren Reibung beitiefen Frequen- 47, 
zen tatsachlich konstant ist, daB 
sie aber bei Frequenzen oberhalb 
einiger kHz auf nahezu die Halfte 
ihres urspriinglichen Wertes sinkt. 
In diesem Frequenzbereich muf 
also etwas AuBergewohnliches statt- 
finden. Geht man dieser Erschei- 
nung nach, so erkennt man als Ur- 
sache innere Eigenschwingungen 
der Molekiile, deren Hinschwing- 
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zeit gerade von der GréBenordnung ea sy ee At : ag 

der Schallperiode dieses kritischen a a Py Ed 
Frequenzbereiches ist. Unterhalb Abb. 12. Auf die Wellenlange bezogene Schalldampfung 
dieser Zone werden die inneren in Kohlendioxydgas (nach Fricke). 


Schwingungen durch die Schallbe- 
wegung voll angeregt, wahrend oberhalb die periodischen Schallschwankungen wegen 
ihrer relativ groBen Einschwingzeit keinen Einflu8 mehr ausiiben konnen. 


In der Gaskinetik wird nun gezeigt, daB sich die innere mechanische Energie der 
Stoffe nach ganz gestimmten Gesetzen auf simtliche inneren Schwingungen verteilt, 
und zwar als Folge der gaskinetischen ZusammenstéBe, der inneren Reibung und der 
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sonstigen Kopplungen der Schwingungen untereinander. Wenn wir das Volumen 
eines Korpers verringern, so leisten wir gegen die dieser Volumenanderung entgegen- 
wirkende Kraft, das heiBt den Druck, Arbeit. 


aie ae aces In der Gaskinetik beweist man ferner, daf} der 
| | Druck bis auf eine Konstante mit der kine- 
(sae a oo. |  tischen Translationsenergie des Gases oder der 
A umes Bsr) fos | Flissigkeit identisch ist; diese Arbeitsleistung 
| (Willard) wird daher als zusitzliche kinetische Trans- 
plese lh ee Sek neat | _ lationsenergie der Molekiile aufgenommen. Nun 
| Gays Erreradeck aber entspricht im Falle des statistischen 
20;— t fox, Fook —| . Gleichgewichtes einer Zunahme der Trans- 
._ rantiggestelite hlassische Dinpfung |__|  lationsenergie auch eine Zunahme der Rota- 
1 tF ian tionsenergie der Molekiile und eine Zunahme 
| der Energie der inneren Schwingungen. Wenn 
i eas Bla. 700000 wir daher das Volumen des Korpers plotzlich 


Abb. 13. Die Schalldimpfung in Wasser bei Verandern, so nimmt der Druck zunachst sehr 
Frequenzen zwischen 20 kHz und 100MHz. groBe Werte an. Die Arbeitsleistung, das heibt 
die zusatzliche kinetische Energie der Mole- 

kiile teilt sich aber dann auf die Rotationsschwingungen und schlieBlich auch auf 
die inneren Schwingungen der Molekiile auf; der Druck nimmt allmahlich ab und 
~ erreicht erst nach und nach seinen 

va konstanten Endwert. Es handelt sich 


rs hier also im Grunde um nichts anderes 
FA . . . 
fe als einen Spezialfall der elastischen 
/ . . 
20 / _----7 Nachwirkung. Wenn wir Schalldruck 
Wes und spezifisches Volumen in der Ebene 


darstellen, so erhalten wir die bekannte 
Hysteresekurve, deren Flache die je 
Schallperiode in Warme umgesetzte 
Schwingungsenergie darstellt. Bei tiefen 


Ra Frequenzen ist die Schallperiode so groB, 
= da8 praktisch der gesamte Zyklus der 
S elastischen Nachwirkung durchschritten 
iS werden muB&. Bei hohen Frequenzen da- 
ne gegen, wo die Kinschwing- oder Relaxa- 
= tionszeit gro8 im Vergleich zur Schall- 


periode wird, entfallt der Relaxations- 
vorgang und damit auch die der aus- 
: fallenden Eigenschwingung  entspre- 
3 y / i } chende innere Reibung; die innere 
Reibung nimmt ab. Tragt man die mit 
der Frequenz multiplizierte Komponen- 
te der ausfallenden inneren Reibung auf 


=e ie Ceres (innere Reibung minus innere Reibung 

id Dogs ile ys Lind bei sehr hohen Frequenzen), so erhalt 

Abb. 14. Die durch kolloidale Kalkteilchen in man diein Abb. 12 dargestellte Glocken- 
Wasser bedingte Schalldampfung. kurve, die hier fiir Kohlendioxyd be- 


stimmt wurde; die voll ausgezogene 
Kurve stellt die theoretisch berechneten Werte dar. Die Frequenz des Maximums der 
Kurve stimmt bis auf einen Faktor 2 mit dem Kehrwert der Einschwingzeit der aus- 
fallenden inneren Schwingung. tiberein, sein Absolutwert erméglicht die Bestimmung 
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der mit der ausfallenden inneren Schwingung verkniipften spezifischen Warme. 
Beim Kohlendioxyd sind in neueren amerikanischen Arbeiten aber auch noch bei 
héheren Frequenzen liegende Relaxationsvorgiinge, das heiSt intramolekulare Higen- 
schwingungen mit kiirzeren Einschwingkeiten, niher untersucht worden. 

Abb. 13 bringt Mefergebnisse. Die MeSpunkte bis zu 600 kHz stammen vom 
Verfasser; sie wurden bei einer Temperatur von etwa 14°C gewonnen; die ubrigen, 
fiir Temperaturen von etwa 18 bis 20°C, sind anderen Autoren entnommen. Da die 
Dampfung in Wasser mit abnehmender Temperatur stark zunimmt, kann in diesem 
Frequenzbereich die Konstante der inneren Reibung tatsdchlich als konstant ange- 
sehen werden. Sie ist allerdings um mehr als 50° gréBer als der inneren Zahigkeit ent- 
sprache. Die Ursache ist ver- 
mutlich ein Relaxationsvor- 70-9} Scha//démpfung 
gang bei noch hdéheren Fre- (gg) 
quenzen, der der endlichen | 
Kinstelldauer des Dissoziations- 
gleichgewichtes entspricht. 

Ganz ahnliche Resultate 
erhalt man fiir Schwebeteilchen 
in Flissigkeiten!®: Auch hier 7* 
ergibt die mit der Frequenz 7 
multiplizierte | Reibungskon- 5 
stante eine Glockenkurve. Die : SOT ASE ae a SE 

Zz 


c) £rsen 


Ht 2) Reitnstalumintum 


Frequenz des Maximums ist Sata ee 
durch die TeilchengréBe, sein 
Betrag durch die Teilchenzahl 
bestimmt. Abb. ‘14 zeigt die is TTY mney TMT) TT 
MeBergebnisse (eigene Messun- Frequenz kHz 
gen) fiir kolloidale Kalkteilchen Abb. 15. Die Schalldimpfung in Eisen und Aluminium. 
in Wasser, die nach dem oben 
geschilderten Nachhallverfahren mit der extrem hohen Genauigkeit von etwa 0°3 db/km 
ausgefiihrt wurden. Sie zeigen, daB die GréBe der Teilchen standig zunimmt, denn das 
Maximum der Kurve schiebt sich immer mehr nach links, bis es sogar in den MeB- 
bereich fallt. Eine Auswertung der Messungen beziiglich Teilchengré8e und Teilchen- 
zahl ermoéglichte es, den Hartegrad des Wassers abzuschatzen; die Ubereinstimmung 
des Ergebnisses mit den von den Wasserwerken mitgeteilten Zahlen war verbliiffend. 
Abb. 15 zeigt die MeBergebnisse fiir Aluminium und Eisen’ (eigene Messungen), 
wobei als Ordinate wieder die mit der Frequenz multiplizierte innere Reibung aufge- 
tragen wurde. Dieser Grée entsprechen nimlich, wie man zeigen kann, die Verluste 
je Schallperiode. Eine konstante Ordinate bedeutet somit, daB die Verluste je Schall- 
periode ebenfalls konstant sind, das heiBt, da jene Stoffe, wie z. B. das Aluminium, 
ein hystereseartiges Verhalten an den Tag legen. Im Falle des Eisens nimmt die 
Ordinate mit der Frequenz zu; eine Erscheinung, die auf das stark heterogene innere 
Gefiige des Eisens zuriickzufiihren ist. Durch die Druckschwankungen werden namlich 
in den inneren Kristalliten Warmestrome hervorgerufen, die zu Relaxationserschei- 
nungen Anlaf geben und die. Dampfung erhdhen. Aus den Messungen kann dank 
einer Theorie von Zener" sogar die KristallgréBe ermittelt werden. Im Falle der 
Messungen fiir Eisen war die Ubereinstimmung der aus den Ergebnissen berechneten 
KristallgréBen mit den aus Schliffen bestimmten Gré8en durchaus befriedigend. 
Inhomogenitaiten des Materials a4uBern sich besonders augenfallig in der inneren 
Reibung; namentlich SchweifSnahte verursachten eine sehr hohe Dampfung. Auch Er- 
"it Gl. Zener: Internal friction in solide. Physic. Rev. 52, 230 (1937); 58, 90 (1938). 
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miidungs- und Alterungserscheinungen kommen in der inneren Reibung zum Ausdruck. 
Die fiir die Wassermessungen beniitzten Aluminiumbehalter wiesen ausnahmslos ein 
Jahr nach ihrer Herstellung nahezu die doppelte innere Reibung auf; ob es sich hier um 
einen natiirlichen Alterungsvorgang oder aber um Uberbeanspruchung infolge der laufend 
durchgefiihrten Ultraschallmessungen handelt, kann allerdings nicht entschieden werden. 

Abb. 16 zeigt die MeBergebnisse fiir Buna 81”. Hier treten nicht nur einzelne innere 
Eigenschwingungen, sondern ein ganzes Kontinuum von Relaxationsvorgangen in 
Erscheinung. Und das ist auch verstandlich, denn die komplizierten Knauelmolekiile 
wickeln sich bei der Schubbewegung allmahlich ab und finden stellenweise langsam, 
stellenweise sehr rasch in ihre Ruhelage zuriick ; zu den eigentlichen Kigenschwingungen 
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Abb. 16. Die innere Reibung von Buna S (nach Abb. 17. Die innere Reibung fir ver- 
E. Meyer, W. Kthl). schieden alte Klangfichten. (Diplom- 
arbeit Ptacnik, Schwachstrominstitut 
kleinerer Atomgruppen tritt also hier noch ein der T. H. Wien.) 


Kriechen und FlieBen der Materie. 

Abb. 17 bringt einige Ergebnisse fiir Klangfichten*, die einen ganz ahnlichen 
Frequenzverlauf aufweisen. Nahere Einzelheiten und die technische Deutung der 
Messungen werden an anderer Stelle mitgeteilt. 


8. Zerstorende Materialprifung mittels Ultraschall. 


Bisher waren nur Ultraschallverfahren der zerstérungsfreien Materialpriifung 
bekannt. Mit den heute zur Verfiigung stehenden Ultraschallsendern ist es aber bereits 
moglich, so starke Intensitaten zu erzeugen, da die Materialproben zerstért werden, 
namentlich wenn die Beschallung in Flissigkeiten vorgenommen wird. Unsichtbare 
Risse in der Oberflache des Probestiickes kénnen so als Folge der Ultraschallkavitation 
derart vergréBert werden, dafi sie erkennbar sind. Es liegt auf der Hand, Korrosions- 
festigkeit und mechanische Festigkeit verschiedenster Proben, beispielsweise von 
Beton, durch Ultraschall zu iiberpriifen. 

Wir sehen, da der Ultraschall ein machtiges Hilfsmittel des Physikers und des 
Ingenieurs darstellen kann, aber zugleich, daB noch viel Arbeit geleistet werden muB, 
bis die einzelnen Méglichkeiten der Praxis nutzbar sein werden. 

Dem Verfasser ist es eine angenehme Pflicht, Herrn Prof. E. Meyer, Herrn 
Dr. Kuhl und seinen friiheren Kollegen, in deren Kreis viele der hier beschriebenen 
Untersuchungen ausgeftihrt wurden”, herzlichst zu danken. Herrn Ministerialrat 
Dr. Khaum und Herrn Sektionsrat Dr. Svoboda ist der Verfasser fiir verstind- 
nisvolle Unterstiitzung und Férderung bei der Fortfiihrung der Ultraschallarbeiten 
nach Kriegsende zu besonderem Dank verpflichtet. 


a st ate (Hingegangen am 2. August 1949.) 


2 §. die Beitrage von E. Meyer, H. Oberst und K.Tamm in: Die Schallabsorption in Wasser 
und die Wasserschallschluckstoffe (Dynamik der Kunststoffe). Zusammengestellt und heraus- 
gegeben von E. Meyer. In Vorbereitung. 
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Einfiihrung in die Funktechnik. Verstirkung, Empfang, Sendung. Von F. Benz.. Vierte, stark 
vermehrte Auflage. Mit 705 Textabb., XX, 7368S. Wien: Springer-Verlag. 1950. S 144.—, 
geb. S 156.—; sfr. 43.50, geb. sfr.47—; $10.—, geb. $10.80; DM 42.—, geb. DM 45.60. 


Die vorliegende 4. Auflage hat gegenitber der vorhergehenden eine erhebliche VergréBerung 
des Umfanges (um etwa 200 Seiten) erfahren, und zwar vorwiegend dadurch, da® der erste Ab- 
schnitt ,,AUgemeine Grundlagen“ und der fiinfte ,,Sender“ erweitert wurden. Die EHinteilung 
des Stoffes in insgesamt finf Hauptabschnitte wurde unverindert beibehalten. Aber auch an 
den Abschnitten zwei (Die Elektronenréhre), drei (Niederfrequenzverstiirker) und vier (Empfanger) 
wurden kleinere Erginzungen angebracht. 

Die Technik der extrem kurzen Wellen, deren cingehendere Behandlung in der Hauptsache 
zur VergréRerung des Umfanges gefiihrt hat, ist im wesentlichen in den finften Abschnitt 
hineingearbeitet. Allerdings erscheint es dem Leser wenig einleuchtend, die Laufzeitréhren nicht 
im Abschnitt ,,Elektronenréhren‘‘ zu finden. 

Fragen der Wellenausbreitung werden im Hinblick auf die Hohlleitertechnik eingehender 
und unter aligemeineren Gesichtspunkten erértert. Mit der vom Verfasser neuerdings ange- 
wandten Bezeichnungsweise, Raumvektoren durch einen tiber das frakturgeschriebene Symbol 
gesetzten Punkt von den Zeigern der Wechselstromtechnik zu unterscheiden, wird man sich 
aus verschiedenen Griinden wohl schwer befreunden kénnen. 

Wenn von einer Kinfiithrung dieses Umfanges nun schon eine vierte Auflage nétig war, so 
ist das ein tberzeugender Beweis dafiir, daB das Buch nicht nur einem Bedirfnis entspricht, 
sondern dieses auch befriedigt. Das Werk enthalt in klarer Darstellung ein groBes Material an 
theoretischen Erérterungen und Formeln in Verbindung mit Zahlenangaben und Schaltskizzen. 

Wer sich itiber das umfassende Gebiet orientieren will, findet in diesem Buch einen ersten 
Hinweis und einen wertvollen Fithrer. Da sich der Verfasser bemiiht, auch dem mathematisch 
weniger Geschulten den Zugang zu komplizierteren Zusammenhingen zu erschlieBen, kann die 
Kinftthrung einem weiteren Leserkreis bestens empfohlen werden. H. Konig, Wien. 


Beitrige zur angewandten Mechanik. Federhofer-Girkmann-Festschrift. Mit 138 Textabb., 
413 S. Wien: F. Deuticke. 1950. 


Zam 65. Geburtstag Prof. K. Federhofers und zum 60. Geburtstag Prof. K. Girkmanns 
haben deren Freunde und Schiiler eine umfangreiche Festschrift herausgebracht, durch welche 
die Bedeutung dieser beiden Manner die verdiente Wirdigung erfahrt. 

Das Werk umfaft Beitrige aus nahezu allen Teilgebieten der technischen Mechanik. Wie 
schon das eingangs angeftihrte Namensverzeichnis der Autoren erwarten Jat, ist in der Festschrift 
wertvollstes Gedankengut niedergelegt, das eine Besprechung im einzelnen verlangen wide. 
Die gro8e Zahl der Arbeiten und der Umstand, daf sie miteinander in keinem engeren Zusammen- 
hang stehen, sondern jeder Beitrag in sich abgeschlossen ist, zwingen leider wegen der daraus 
folgenden Breite der Besprechung, von einem solchen Vorhaben abzusehen. Es kann vielmehr 
nur allen an der technischen Mechanik Interessierten die Lektiire des Werkes warmstens empfohlen 
werden. 

Zu erwahnen ist noch die gute Ausstattung des Werkes, welches vom Bundesamt fiir Eich- 
und Vermessungswesen nach dem photomechanischen Verfahren in tiberaus sauberer Weise 
hergestellt worden ist. H. Czitary, Wien. 


Materialpriifung mit Réntgenstrahlen unter besonderer Bericksichtigung der Roéntgenmetall- 
kunde. Von R. Glocker. Dritte, erweiterte Auflage. Mit 349 Textabb., VIII, 4405. Berlin- 
Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1949. Geb. DM 58.—. 


Das Erscheinen der dritten Auflage des bekannten Buches von Dr. Richard Glocker, Professor 
fix Rontgentechnik an der Technischen Hochschule Stuttgart: ,,Materialprifung mit Rontgen- 
strahlen unter besonderer Bericksichtigung der Réntgenmetallkunde* wird von jedem Fachmann 
mit Freuden begriiB8t werden. Der Aufbau der dritten Auflage ist im wesentlichen dem der zweiten 
Auflage ahnlich und unterscheidet sich wie diese von der ersten Auflage durch eine moglichste 
Beschrankung auf den durch den Titel des Buches bestimmten Inhalt unter Vermeidung langerer 
Abhandlungen iiber die Grundlagen der Réntgenphysik. 

Aus diesem Grunde beginnt das Buch mit der Erzeugung der Réntgenstrahlen und der 
Beschreibung der im Réntgenbetrieb notigen Réhren, Apparate und Strahlenschutzmittel. Nach 
einer kurzen Besprechung der Eigenschaften der Réntgenstrahlen wendet sich der Autor der 
Grobstrukturuntersuchung zu, die im Verhiltnis zur zweiten Auflage eine wesentliche Erweiterung 
erfahren hat. In diesem Abschnitt wird auch die Durchstrahlung mit natirlichen und kinst- 
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lichen y-Strahlen (Betatron) behandelt; auBerdem gelangen die Uberlegungen iiber Fehlererkenn- 
barkeit zur Besprechung. Auch Beispiele fir Réntgenaufnahmen mit optischer NachvergréSerung 
von normalen und Dimnschliffaufnahmen sowie Wanddickenmessungen mit Hilfe des Zahlrohres 
werden erliutert. Der Abschnitt itber Spektralanalyse hat gegeniiber den friiheren Auflagen 
auBer einer Kiirzung keine nennenswerte Verinderung erfahren. Hingegen ist der Abschnitt 
iiber Feinstrukturuntersuchung wesentlich erweitert worden und hat durch eine kurze Darstellung 
der Atomverteilung in nichtkristallinen Stoffen sehr an Bedeutung gewonnen. 

Nach der normalen Einfithrung in die allgemeinen Grundlagen der Feinstrukturuntersuchung 
sowie in die kristallographischen Grundlagen und in die Auswertungsmethoden von Debye- 
Scherrer-, Drehkristall- und Roéntgen-Goniometer-Aufnahmen folgen die Intensitatsgesetze der 
Réntgeninterferenzen und ein Uberblick wher den Gang einer Strukturbestimmung. Die naichsten 
Abschnitte beschreiben Kristallstrukturen anorganischer und organischer Stoffe und behandeln 
die Grundziige der Kristallchemie. Die Struktur von Legierungen, die Gleichgewichtszustande, 
Zwischenzustinde und Umwandlungsvorgange, sowie eine Tafel der Struktur der wichtigsten 
Legierungen werden vom Metallkundler dankbar begriift werden. 

Die niichsten Abschnitte behandeln die Linienverbreiterung sowie die Messung elastischer 
Spannungen. Auch die Besprechung der TeilchengréSenbestimmung wird sicherlich von vielen 
Lesern als sehr zweckm&Big empfunden werden. Es ist jedoch bedauerlich, da weder bei der 
Linienverbreiterung noch auch bei der Réntgenspannungsmessung die kritischen Uberlegungen 
anderer Autoren Beriicksichtigung fanden. Gerade bei dem groBen Interesse, das die Praktiker 
der Spannungsmessung mit Réntgenstrahlen entgegenbringen, ist es keineswegs angaingig, das 
beschriebene Verfahren, zu dem viele grundsitzliche Einwande zu machen waren, als abgeschlossen 
und fir die Praxis brauchbar hinzustellen. Auch in den folgenden Abschnitten tiber Kristall- 
textur fehlen die Arbeiten tiber Kristallorientierung durch langdauernde Einwirkung gerichteter 
elastischer Spannungen, offenbar deshalb, weil ihre Ergebnisse dem beschriebenen Verfahren 
zur Messung elastischer Spannungen abtraglich waren. 

Der mathematische Anhang ist wie in der zweiten Auflage sehr brauchbar. Die Literatur 
ist weitgehendst bericksichtigt, weshalb es um so mehr verwunderlich ist, daB8 aus dieser reichen 
Zusammenstellung von Biichern und Abhandlungen solche fehlen, die sich mit der Meinung des 
Autors offenbar nicht decken. 

Die hier angefiithrten Mangel, die bei einer Monographie kaum ins Gewicht fallen wiirden, 
machen sich bei einem Lehrbuch wie dem vorliegenden, dem praktisch Handbuchcharakter zu- 
kommt, st6rend bemerkbar. 

Das Buch als solches ist, wie schon erwahnt, nach wie vor als Standardwerk der Material- 
prifung mit Rontgenstrahlen zu bezeichnen und fiir jeden, der sich ernstlich mit der Materie 
befa8t, unentbehrlich. F. Regler, Wien. 


Festigkeitsnachweis im Stahlbetonbau. Von K.Jdger. Mit 150 Textabb. und 30 Zahlentafeln, 
X, 2818. Wien: Manzsche Verlagsbuchhandlung. 1948. § 74.—, geb. S. 81.—. 


Bei der bisher iblichen Berechnungsweise von Stahlbetonkonstruktionen wird der Verbund- 
wirkung von Stahl und Beton dadurch Rechnung getragen, da fiir das Verhaltnis der Elastizitats- 
moduln von Stahl und Beton ein konstantes mittleres Verhaltnis ,,n“‘ angenommen wird. Es 
ist seit langem bekannt, dafs Beton dem Hookeschen Geradliniengesetz nicht gehorcht; trotzdem 
ist wegen der einfachen und fir die meisten Falle ausreichenden Berechnungsweise das ,,n-Ver- 
fahren“ heute noch herrschend. Allerdings wird in letzter Zeit von verschiedenen Forschern 
immer dringender darauf hingewiesen, daf das .n-Verfahren unter Zugrundelegung von zulassigen 
Spannungen nicht der Forderung gleicher Sicherheit bei gleicher Beanspruchungsart entspricht, 
was in manchen Fallen zu einer Uberschaitzung des Sicherheitsgrades fithren kann. 

Die sparsamste Verwendung der Baustoffe erfordert die eindeutige Festlegung des sogenannten 
Sicherheitsgrades als Verhiltnis von Traglast zur Nutzlast der Bauteile. Das Versagen der 
Bauteile bei Erreichung der Traglast kann je nach Umstinden durch Bruch oder durch un- 
zulassig groBe Formanderungen oder aber durch einen Wechsel der Gleichgewichtslage (Knickung, 
Beulung, Kippung) erfolgen. 

Um dem wahren Spannungs-Dehnungs-Verhalten von Beton und Stahl besser Rechnung 
zu tragen und den wirklichen Verformungs- und Festigkeitseigenschaften des Verbundbaustoffes 
. stahlbeton“ auch rechnungsmaBig naherzukommen, sind eine Reihe von Vorschligen und 
Ansitzen gemacht worden. K. Jager nimmt Stahl als ideal plastischen Stoff an, der sich bis 
zur Streckgrenze nach dem Hookeschen Gesetz rein elastisch und dann bei unveérinderlicher 
Spannung bleibend verformt. Die fiir Beton angenommene ,,Arbeitslinie’’ besteht aus einer 
Parabel, in deren Scheitel eine zur Dehnungsachse parallele Gerade in der Héhe der Prismen- 
festigkeit anschlieBt. Mit Hilfe dieser Annahmen ist es méglich, Konstruktionsteile aller Quer- 
schnittsformen fir alle Belastungsfille und beliebige Laststufen zu berechnen. 
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Ks ist ein besonderes Verdienst des Verfassers, auch auf verwickeltere Fragen der Festigkeits- 
lehre des Stahlbetons auf Grund des n-freien Verfahrens einzugehen. So behandelt er nicht nur 
die achsrechte und schiefe Biegung verschiedener Querschnittsformen, wie die durch Achskrifte 
mit Biegemomenten entstehenden zusammengesetzten Beanspruchungen, sondern auch die 
Stabilitat zentrisch oder exzentrisch gedriickter schlanker Stiibe und die Fragen der Schub-, 
Scher- und Verdrehbeanspruchungen. Der Verfasser leitet die Formanderungsbedingungen 
im plastischen Zustand ab und berechnet damit und mit Hilfe der Vertraglichkeitsbedingungen 
die Zwangskrafte statisch unbestimmter Systeme. 

Da die getroffenen Grundannahmen sich teilweise nur auf Schatzungen nach den Eigen- 
schaften der Beton- und Stahlnorm (B 120, B 160, B 225, B 300; StI, St Il, St Tl, St IV) 
beziehen, bleibt es noch Aufgabe der Versuchsforschung, die Stoffkennwerte zweckmibig fest- 
zulegen und zu erginzen. 

Ks ware im Sinne einer wirtschaftlicheren Bauweise zu begriiBen, wenn die vorliegende Theorie, 
die den mafgebenden Festigkeitseigenschaften der Werkstoffe naherkommt als die bisher 
herrschende, in die Praxis (O-Norm) Eingang fande. A. Leon, Wien. 


Die Erkenntnis und ihre Leistung. Die naturwissenschaftliche Methode. Von B. Juhos. VI, 
262 8. Wien: Springer-Verlag. 1950. S 57.—, sfr. 16.50, $ 3.80, DM 16.—. 


Um den 1922 an die Wiener Universitat berufenen Professor fiir Philosophie der induktiven 
Wissenschaften Moritz Schlick bildete sich bald ein Kreis von Schilern und philosophisch inter- 
essierten namhaften Mathematikern, in welchem eine philosophische Richtung vertreten wurde, 
die man am besten als ,,Logistischer Neopositivismus‘ oder ,,Logischer Empirismus‘‘ bezeichnet. 
Diesem ,,Wiener Kreis‘‘ gehérte auch der Verfasser an. Bei aller Freiheit der Diskussion und 
Selbstandigkeit des Denkens war allen Teilnehmern eine Grundrichtung gemeinsam: strenge 
Wissenschaftlichkeit der Philosophie. Daher richtet der neue Logismus das Hauptaugenmerk auf 
Logik und Mathematik und auf die semantische und syntaktische Analyse der Sprache, wahrend 
der neue Empirismus insbesondere die Verifikationsgrundlagen der empirischen Aussagen unter- 
sucht. 

Im Jahre 1934, nach dem tragischen Tode Schlicks, der auch mit Planck, Einstein, 
Hilbert, v. Mises u. a. personlichen Verkehr gepflegt hatte, léste sich der Wiener Kreis auf, 
seine philosophische Richtung wurde aber im Ausland weiter vertreten. In neuester Zeit scheinen 
die Gedanken des Wiener Kreises durch die Berufung von V. Kraft an die Wiener Universitat 
und durch eine Reihe neu erschienener Biicher auch in Wien neuen Auftrieb zu empfangen, was 
sehr zu begriiBen ist. In diesem Zusammenhang ist es interessant, da einer der diesjahrigen 
Nobelpreistrager fir Literatur, Russell, der gemeinsam mit Whitehead die neue Logik in einem 
groBen Werk ,,Principia mathematica“ abschlieBend behandelt hat, dem Wiener Kreise zumindest 
sehr nahe steht und dessen Arbeit anerkennend bewertet (Logical Positivism. 1936. Polemic, Vol. I). 

Juhos, der sich mit der Frage der ,,Protokollsatze‘‘ befaBt, die immer eine ,, Konstatierung“ 
einschlieBen, hat die ,,Konstatierung“‘ vertreten und weitergefiihrt. Der von Schlick eingefihrte 
Begriff fiir eine wie ein analytischer Satz absolut wahre und gewisse Aussage wurde schon seiner- 
zeit im Wiener Kreis kritisch aufgenommen. Eine Nachprifung der ,,Konstatierung“ ist logisch 
nicht méglich, sie ist endgiltig und unwiderruflich. Konstatierungen, d.s. empirisch-nicht- 
hypothetische Satze, kénnen im Gegensatz zu empirisch-hypothetischen Satzen niemals als 
Irrtum bezeichnet werden, sondern nur als Liige, wenn sie falsch sind. Nach dem Verifikations- 
verfahren behandelt der Verfasser im letzten Abschnitt philosophische Probleme, u. a. Erkenntnis, 
Kausalitat, Raum und Zeit, Wahrheit und Wirklichkeit, sowie einiges aus der Psychologie, auf 
deren geringere Beachtung durch den Wiener Kreis Russell hingewiesen hat. 

Das Buch ist sehr interessant auch fiir Leser, die anderer Meinung sind, und — das verdient 
ausdricklich hervorgehoben zu werden — so klar und fliissig geschrieben, da8 auch Nichtfach- 
leute auf dem Gebiete der Philosophie dem Verfasser mit Verstandnis folgen kénnen. 

Ff. Magyar, Wien. 


Hinfiihrung in die sphirische Astronomie. Von A. Prey. Mit 123 Textabb., VII, 316 S. Wien: 
Springer-Verlag. 1949. 8 75.—, geb. 8 84.—; sfr. 24.—, geb. sfr. 26.—; $ 5.50, geb. $ 6.—; 
DM 22.—, geb. DM 24.—. 

Prof. Prey konnte wenige Tage vor seinem Tode (Weihnachten 1949) noch die Freude er- 
leben, mit den ersten Exemplaren seines endlich erschienenen Lehrbuches der spharischen 
Astronomie seine Freunde und Schiiler zu beteilen, nachdem sich der Druck infolge des Krieges 
und der schwierigen Folgezeit jahrelang verzégert hatte. Das Buch ist nicht nur fiir den an- 
gehenden Astronomen geschrieben, es soll auch dem Kandidaten fiir das Lehramt in Mathematik 
und Physik in die Grundlagen dieser Wissenschaft einfithren und den Geographen mit den jetzt 
gebriuchlichen Methoden der Ortsbestimmung vertraut machen. Die vom Autor selbst als not- 
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wendig bezeichnete Kirze hat aber nirgends die Klarheit der Deduktion beeintriachtigt oder 
zu einer zu knappen Darstellung eines Teilgebietes dieser Wissenschaft gefihrt. Auch die not- 
wendigen mathematischen Hilfsmittel, wie Differenzen- und Interpolationsrechnung und die 
Methode der kleinsten Quadrate, fanden ibren Platz. 

Ausgehend von der spharischen Trigonometrie bringt der erste Abschnitt Koordinaten- 
transformation, Sonnenbahn, Sonnenuhren, Finsternisse und ausfihrlich Prazession, Nutation, 
Aberration, Sternkataloge, Parallaxe und Refraktion und behandelt die Bestimmung der Schiefe 
der Ekliptik und des Frihlingspunktes, sowie die Bestimmung der Nutations- und Aberrations- 
konstanten. : 

Hier wie in den folgenden Abschnitten ist der Stoff durch geschickt gewahlte, vollstandig 
durchgerechnete Zahlenbeispiele und instruktive Abbildungen wesentlich erleichtert. 

Der zweite Teil bringt die Instrumentenkunde und Instrumententheorie. Wieder mit den 
einfachsten Instrumentenbestandteilen, wie Niveau, Teilkreisen, Fadennetz und Mikrometer, 
beginnend, widmet der Verfasser dem Sextant, Universaltheodolit, Meridiankreis, Passagen- 
instrument und Aquatorial, ihrer Theorie und Anwendung einen breiten Raum, daneben sind 
auch das Heliometer und das Prismenastrolabium in den Grundziigen behandelt. 

Im dritten Teil des Buches, welcher der geographischen Ortsbestimmung eingeréumt ist, 
sei neben der Zeit- und Polhéhenbestimmung aus Zeitdistanzen besonders das Zweihéhenproblem 
und die Lingenbestimmung hervorgehoben, welch letztere die Sternbedeckung durch den Mond 
und die drahtlose Methode umfa8t. 

Das Gebotene zeugt von der reichen Erfahrung, die der Verfasser in seiner 46jahrigen 
akademischen Lehrtitigkeit in Innsbruck, Prag und Wien gewonnen hat. 

Der bei den mathematischen Werken des Springer-Verlages ibliche klare Druck, die ver- 
haltnismaBig groBen Lettern und die deutlichen Abbildungen erleichtern das Lesen und das 
Studium des Buches. K. Mader, Wien. 


Brennstoffe, Kraftstoffe, Schmierstoffe. Eine Einfiihrung in ihre Chemie und Technologie fir 
Ingenieure. Von B. Riediger. Mit 38 Textabb. und 36 Zahlentafeln, XII, 4848S. Berlin- 
Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1949. DM 33.—-., geb. DM 38.40. 


Ziel des Buches ist die Einfithrung des Ingenieurs in das gesamte Gebiet der Brenn-, Kraft- 
und Schmierstoffe, um einerseits das Verstandnis fiir die Vorgange der Praxis zu foérdern, ander- 
seits die Zusammenarbeit zwischen Ingenieur und Chemiker zu férdern. 


Demgemaé8 pehandelt der Verfasser in den vier Hauptabschnitten die organische Chemie 
der in den besprochenen Stoffen vorkommenden Einzelverbindungen, die physikalisch-chemischen 
Eigenschaften, die Entstehung und Verarbeitung von Kohle und Erdél (mit Syntheseverfahren), 
endlich die technisch wichtigsten Eigenschaften. 

Die Aufgabe, die sich der Verfasser gestellt hat, ist wegen des umfangreichen Gebietes schwierig. 
Man kann sagen, dafi er sie gut gelést hat und besonders seiner Feststellung zustimmen, daB 
die ganze Brennstoffehemie an konventionellen Verfahren noch wberreich ist (S. 234), so da 
er die physikalisch-chemischen Eigenschaften, vor allem die Frage der Léslichkeit und der 
kalorischen GréBen, sehr ausfiihrlich behandelt, um die grundsitzlichen Zusammenhinge klar 
herauszustellen. Allerdings kann man beziiglich des richtigen Umfanges der einzelnen Unter- 
abschnitte verschiedener Meinung sein, denn das Schwergewicht liegt nun bei den allgemeinen 
Zusammenhingen und der Verarbeitung (387 Seiten), so daB fiir die Besprechung der einzelnen 
Stoffe selbst nur wenig Raum iibrig blieb (80:Seiten). So dirfte die Frage der Mischungswiirme 
(acht Seiten) wohl weniger allgemeines Interesse haben, als z. B. die so auBerordentlich wichtige 
Alterungsneigung von Kraftstoffen (eine Seite) und Schmierélen (zweieinhalb Seiten), die Schmier- 
eigenschaften der Schmierstoffe (sechs Seiten), das Zimdverhalten der Kraftstoffe (drei Seiten) 
oder das Erstarren der Schmieréle, das kaum besprochen wird. Eine sehr groBe Zahl neuester 
Literaturangaben gleicht diesen Nachteil weitgehend aus; hervorzuheben ist das Eingehen auf 
ethymologische Zusammenhinge bei den Ausdriicken fremdsprachiger Herkunft. 


Manche Feststellungen bedirfen einer Revision: so braucht man fiir die Hydrierung keine 
schwefelfreien Ausgangsprodukte (S. 178), denn es gibt ja schwefelfeste Katalysatoren, wie S. 371 
richtig angedeutet wird, oder braucht man fir Héhenflug zur Vermeidung des Vergaservereisens 
keinen wasserfreien Alkohol, weil — abgesehen von dem geringen Heizwert, der soleche Verwen- 
dung sowieso ausschaltet gerade Alkohol zur Vermeidung von Ejsbildung Benzin 2ugegeben 
wird und das Kis nicht aus dem Alkohol, sondern aus der Luftfeuchtigkeit stammt (S. 151). 
Das beeintrachtigt den Wert des Buches aber nicht, das sowohl wegen der glicklichen Heraus- 
arbeitung allgemeiner Zusammenhinge als der klaren Auseinandersetzung der Bedeutung der 
chemisch-physikalischen Eigenschaften allen Ingenieuren empfohlen werden kann, die sich tiber 
Schmier-, Kraft- und Brennstoffe unterrichten wollen. A. Philippovich, Wien. 
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Elektronenoptik. Von A. A. Rusterholz. Band I: Grundzige der theoretischen Elektronen- 
optik. (Lehr- und Handbicher der Ingenieurwissenschaften: Band 15) Mit 118 Textabb., 
249 5. Basel: E. Birkhauser. 1950. sfr. 25.—, geb. sfr. 29.—. 


Eine moderne Darstellung der theoretischen Elektronenoptik als Grundlage fiir die Dimen- 
sionierung elektronenoptischer Systeme wird vielen erwiinscht sein. Vor allem ware eine kri- 
tische Sichtung der umfangreichen Literatur zur theoretischen Elektronenoptik ein verdienst- 
volles Unternehmen. A. A. Rusterholz, ein Mitarbeiter der Réhrenfabrik der Brown-Boveri A. G., 
versucht im ersten Band seines Werkes ,,Elektronenoptik‘ dieser Aufgabe gerecht zu werden. 
In guter tbersichtlicher Gliederung bringt die Darstellung die Grundlagen der Berechnung der 
Elektronenbahnen, die Bestimmung der Kardinalelemente von Elektronenlinsen, die Bildfehler- 
theorie, die Theorie der zweidimensionalen Felder (Elektronenprismen) und das wichtigste iiber 
den Elektronenspiegel. Das Buch ist flissig geschrieben und — wie bei einem Verlagshaus vom 
Namen Birkhauser nicht anders zu erwarten — gut ausgestattet. Leider aber bestehen gegen 
die Darstellung auch gewichtige Bedenken, die sie nur mit Vorbehalt empfehlen lassen. Dem 
Verfasser, der selbst nicht aktiv an der Entwicklung der Elektronenoptik mitgearbeitet hat, ist 
vielfach nur eine unkritische, rein eklektische Zusammenstellung gelungen, die ihre Ergebnisse 
oft nur aus zweiter Hand iibernimmt. So ist leider auch manch Uberholtes und auch Unrichtiges 
aus der Literatur aufgenommen worden. (Beispielsweise sei bemerkt, da®B von den acht auf 8. 155 
nach Hutter angefihrten Abbildungsfeldern mit angeblich Newtonscher Abbildungsgleichung 
auSer dem magnetischen Glockenfeld kein einziges ist, das tatsichlich eine Newtonsche Abbildung 
besitzt, da8 ferner die gleichfalls von Hutter vom magnetischen Glockenfeld auf den analogen 
elektrischen Fall tibertragenen ,,strenge Durchrechnung einer elektrischen Linse‘‘ unhaltbar ist, 
da sie die Beschleunigungsspannung nicht, wie es sein mu8, additiv, sondern multiplikativ enthalt. 
Das gleiche ist fiir die auf S. 189 angefiihrten elektrischen Felder der Fall, usw.) Ganz ungewohn- 
lich ist die Art des Zitierens, da in der Regel nicht die Originalarbeiten angefiihrt werden, in denen 
ein bestimmtes Ergebnis erstmalig erarbeitet worden ist, sondern in willkiirlicher Weise spatere 
Ver6éffentlichungen, die zumeist titber den Inhalt der friiheren Arbeiten nicht hinausgehen. Eine 
derartig sorglose Art, wie hier mit fremdem geistigen Eigentum geschaltet und gewaltet wird — 
wie Namen zitiert und nicht zitiert werden —, ist jedenfalls bisher in wissenschaftlichen Werken 


nicht tiblich gewesen. W. Glaser, Wien. 


Grundrif der Flu8morphologie und des Flu8baues. Von FP. Schaffernak. Mit 129 Textabb., VII, 
115 8. Wien: Springer-Verlag. 1950. S 48.—, sfr. 15.—, $3.50, DM 14.70. 


Das Buch enthalt im wesentlichen den Inhalt der Vorlesungen iiber Flu8bau, die der Ver- 
fasser als Professor der Technischen Hochschule Wien gehalten hat. Der Aufbau und die Dar- 
stellung des Werkes sind ausgezeichnet. Uberall wird das Grundsatzliche klar herausgestellt und 
alles Entbehrliche vermieden. Die Abbildungen sind sorgfaltig ausgewahlt. 

Im ersten Teil wird der Leser mit den mannigfaltigen Problemen und Grundlagen des Flu8- 
und Deichbaues vertraut gemacht (FluBbettgestaltung, Geschiebeftihrung, Wirkung des Poren- 
wassers, Klarvorgang, wasserbauliche Modellversuche usw.). 

Der zweite Teil umfa8t den eigentlichen praktischen Flu8bau mit seinen ihm eigenttimlichen 
Baustoffen, Bauweisen, Bauwerken und deren Anwendungen in der Wildbachverbauung, Bach- 
und FlufBregulierung. 

Die Reihe der Regulierungsarten kénnte noch durch die Stromregulierungen und Kanalisie- 
rungen auf die schiffbaren Gewasser ausgedehnt werden. In einer kinftigen Auflage kénnte ferner 
der Zusammenhang des Flu8baues mit dem Kraftwasser- und Verkehrswasserbau, mit der 
Biologie und Landschaftsgestaltung ausfihrlicher geschildert werden, als dies im derzeitigen 
Rahmen moglich war. Auch einige neuere charakteristische Ausfiithrungsbeispiele und Hinweise 
auf das neueste auslindische Schrifttum waren erwinscht. 

Mit diesen Anregungen soll jedoch der Wert des Buches nicht im mindesten abgeschwacht 
werden. Es wird den Studenten der Technischen Hochschulen, aber auch den Baudémtern wert- 
volle Dienste leisten und ist allen Fachkreisen warmstens zu empfehlen. 

Die Ausstattung des Buches durch den Springer-Verlag ist vorziiglich. 


A. Greywienski, Wien. 


Einfithrung in Wasserbau und Grundbau. Von T. Schiffmann. Mit 533 Textabb., X, 445 S. 
Wien: Springer-Verlag. 1950. Geb. S 147.—, sfr. 49.60, $11.50, DM 48.—. 


Der aus friiheren Veréffentlichungen bestens bekannte Verfasser unternimmt es, in einer 
nur 435 Seiten umfassenden Einfithrung einen Uberblick itiber das gesamte Gebiet des Wasser- 


und Grundbaues zu geben. 
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Im ersten Teil werden Hydraulik, Hydrometrie' und andere Grundlagen, im zweiten der 
praktische Wasserbau (Flu8bau, landwirtschaftlicher Wasserbau, Siedlungswasserbau, Kraft- 
wasserbau und Verkehrswasserbau) behandelt. 

Da vor allem auf die Verhiltnisse in Osterreich Bedacht genommen wird, tritt der Verkehrs- 
wasserbau gegeniiber dem Kraftwasserbau stark zuriick. Die Einfiihrung in den Grundbau wird 
in einem wie ein Anhang anmutenden 6. Abschnitt vermittelt. Es fragt sich, ob nicht die wichtigsten 
Punkte dieses Abschnittes (BaugrubenumschlieBung und Wasserhaltung) besser in den zweiten 
Teil einzugliedern waren und auf die Erérterung des umfangreichen tibrigen Gebietes des Grund- 
baues verzichtet werden sollte. Die Streiflichter zur Geschichte des Wasserbaues sind recht 
interessant. 

Die Abbildungen stammen vielfach aus den bekannten Werken von Schoklitsch, 
Schaffernak und Strele. So weit es sich um neue Abbildungen und Beispiele handelt, sind 
sie instruktiv und gut gewahlt. Der Verlag hat dem Druck und der Ausstattung des Buches 
viel Sorgfalt angedeihen lassen. 

Das Buch wird als Studienbehelf groBen Anklang an Fach- und Hochschulen finden und auch 
Praktikern, die sich tiber Nachbargebiete ihrer Fachrichtung orientieren wollen, gute Dienste 
leisten. 

In einer kommenden Neuauflage wire es wiinschenswert, mehr Literaturhinweise zu geben. 
Die neueren Gesichtspunkte, wie z. B. die Biologie oder die Landschaftsgestaltung im Wasserbau, 
sollten mehr beriicksichtigt werden. Die Beziehungen der einzelnen Gebiete des Wasserbaues 
untereinander, wie sie in der wasserbaulichen Gesamtplanung zum Ausdruck kommen, dirfen 
gerade in einem Werk, das einen Uberblick vermitteln will, nicht fehlen. 

Mit diesen Bemerkungen soll der Wert des Buches, dessen Erscheinen gewiB begriiBenswert 
ist, in keiner Weise geschmilert werden. A. Grzywienski, Wien. 


An Introduction to Distribution Methods of Structural Analysis. Von &. W. Steed. Mit 139 Textabb., 
VII, 1168. London: Sir Isaac Pitman and Sons, Ltd. 1950. Geb. 12s. 6d. net. 


Das sogenannte Momentenverteilungsverfahren (,,Cross-Verfahren“) zur Berechnung statisch 
unbestimmter Systeme wurde von Hardy Cross im Jahre 1930 angegeben. Es fand wegen seiner 
Ubersichtlichkeit und Einfachheit rasch Eingang in die Praxis, wurde aber sonderbarer Weise 
in der europdischen Lehrbuchliteratur sehr stiefmiitterlich behandelt. Erst in den letzten Jahren 
ist hier ein Wandel eingetreten und zu den in fast allen Landern in groBer Zahl erscheinenden 
Bichern, die sich ausschlieBlich mit dem Momentenverteilungsverfahren befassen, kommt nun 
auch dieses englische Bichlein hinzu. 

Es ist nach den Worten des Verfassers fir den Durchschnittsingenieur und den Studierenden 
bestimmt und bringt das Verfahren in seiner einfachsten Form an Hand einer grofen Zahl aus- 
fihrlich durchgerechneter Beispiele. Auch verschiebliche Knotenfiguren werden betrachtet. 
Leider ist die gewahlte tabellarische Rechnungsform recht unibersichtlich. Auf die vielen in 
der Literatur bekanntgewordenen Modifikationen des Verfahrens wird nicht eingegangen. 

Das Biichlein ist als erste Einfiihrung recht gut geeignet, kann aber keineswegs zu einer 
wirklichen Beherrschung des Verfahrens fihren, sondern mu8 durch das Studium der ein- 
schlagigen Zeitschriftenliteratur oder vollstiindigerer Werke ergiinzt werden. Das véllige Fehlen 
jeglicher Literaturhinweise ist deshalb ein besonders schwerwiegender Mangel. 


H. Parkus, Wien. 


Das Trockengleichrichter-Vielfachmefgerit. Von Th. Walcher. Mit 97 Textabb., X, 1448. 
Wien: Springer-Verlag. 1950. 8 45.—, geb. S 54.—; sfr. 13.80, geb. sfr. 16.50; §$ 3.20, geb. 
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